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R�esum�e

L'invariance d'�echelle repose sur l'intuition que les dynamiques temporelles ne sont pas
gouvern�ees par une (ou quelques) �echelle(s) carat�eristique(s). Cette propri�et�e est massivement
utilis�ee dans la mod�elisation et l'analyse de donn�ees univari�ees issues d'applications r�eelles.
Son utilisation pratique se heurte pourtant �a deux di�cult�es dans les applications modernes :
les propri�et�es d'invariance d'�echelle ne sont plus n�ecessairement homog�enes en temps ou
espace ; le caract�ere multivari�e des donn�ees rend fortement non lin�eaires et non convexes les
fonctionnelles �a minimiser pour l'estimation des param�etres d'invariance d'�echelle.

La premi�ere originalit�e de ce travail est d'envisager l'�etude de l'invariance d'�echelle in-
homog�ene comme un probl�eme conjoint de d�etection/segmentation et estimation et d'en
proposer une formulation par minimisation de fonctionnelles vectorielles, construites autour
de p�enalisation par variation totale, a�n d'estimer �a la fois les fronti �eres d�elimitant les chan-
gements et les propri�et�es d'invariance d'�echelle de chaque r�egion. La construction d'un algo-
rithme de d�ebruitage par variation totale vectorielle �a la vol�ee est propos�ee.

La seconde originalit�e r�eside dans la conception d'une proc�edurede minimisation de fonc-
tionnelle non convexe type � branch and bound � pour l'identi�cation compl�ete de l'ex-
tension bivari�ee, du mouvement brownien fractionnaire, consid�er�e comme r�ef�erence pour la
mod�elisation de l'invariance d'�echelle univari�ee. Cette pro c�edure est mise en oeuvre en pra-
tique sur des donn�ees de tra�c Internet dans le contexte de la d�etection d'anomalies.

Dans un troisi�eme temps, nous proposons des contributions sp�eci�ques au d�ebruitage par
variation totale : mod�ele poissonnien d'attache aux donn�ees en relationavec un probl�eme de
d�etection d'�etats pour la 
uorescence intermittente ; s�elec tion automatique du param�etre de
r�egularisation.
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Introduction

Invariance d'�echelle : contexte. L'invariance d'�echelle est une propri�et�e omnipr�esente dans
une grande vari�et�e d'applications r�eelles et o�re une descripti on parcimonieuse de nombreux
ph�enom�enes naturels (e.g., turbulence [95], rythme cardiaque [71]) et humains (e.g., tra�c
internet [83, 2], art [119]). Le paradigme de l'invariance d'�echelle repose sur l'hypoth�ese
que la dynamique temporelle des donn�ees n'est pas d�etermin�eepar une ou quelques �echelles
caract�eristiques, mais par un large continuum d'�echelles. L'objectif de l'analyse d'�echelle est
alors de mod�eliser, d'estimer et de valider la relation entre lesdi��erentes �echelles.

Un mod�ele d'invariance d'�echelle couramment utilis�e est celui de l'autosimilarit�e [184]
�enon�cant qu'un processus X ne peut pas être distingu�e de ses copies dilat�ees, i.e.,

X (t) = aH X (t=a) ; 8a > 0 (1)

L'information clef sur la dynamique de X r�eside alors dans un seul param�etreH , appel�e ex-
posant de Hurst. Dans ce cas, pour rendre compte du fait qu'un seul exposant de loi d'�echelle
d�ecrit enti�erement X , le processus est ditmonofractal. Une m�ethode e�cace en pratique pour
estimer H repose sur l'utilisation de quantit�es multi-�echelles T(a; t) d�ependant �a la fois de la
position t et de l'�echelle a (e.g., accroissements, coe�cients d'ondelettes, coe�cients d'onde-
lettes dominants) [128, 213]. L'autosimilarit�e de X se traduit ainsi par un comportement en
loi de puissance en fonction de l'�echelle d'analysea de la fonction de partition suivante

Sq(a) = EjT(a; �)jq �
a! 0

aqH : (2)

Plus r�ecemment, des mod�eles plus riches ont �et�e d�evelopp�es, i.e., processusmultifractals ,
o�u la quantit�e H est remplac�ee par un ensemble de quantit�es localesh(t), dites exposants de
H•older [114]. Il advient alors que

Sq(a) = EjT(a; �)jq �
a! 0

a� (q) ; (3)

o�u � est une fonction concave non lin�eaire �etroitement li�ee �a la r�e partition g�eom�etrique
des (h(t)) t2 R. En pratique, l'information sur la dynamique de X est d�ecrite par le vecteur
(c1; : : : ; cp) des coe�cients du d�eveloppement polynomial de � en 0, i.e., � (q) = c1q + c2

q2

2 +
: : : + cp

qp

p! [13]. L'estimation de � �a partir de (3) est une proc�edure d'estimation appel�ee
formalisme multifractal .

Invariance d'�echelle : limitations et questions ouvertes. Dans sa formulation actuelle,
le formalisme multifractal supposea priori que les propri�et�es d'invariance d'�echelle de l'objet
�etudi�e sont homog�enes en t, c'est-�a-dire, que H et (c1; : : : ; cp) ne varient pas au cours du temps.
Cependant, en pratique,H et (c1; : : : ; cp) peuvent varier. De plus, dans nombre d'applications,
l'information peut davantage être contenue dans le changement des propri�et�es multifractales
que dans les valeurs des param�etres qui les caract�erisent. Ce ph�enom�ene est notamment visible
dans le cas o�u l'estimation de l'exposant de l'H•older h du rythme cardiaque foetal au cours

11



12 INTRODUCTION

du temps permettrait de surveiller en temps r�eel l'�etat de sant�e du foetus [190]. La même
question se pose �egalement dans le cadre bidimensionnel, par exemple pour distinguer sur
une image deux textures, e.g., nuage et neige, chacune caract�eris�eepar sa propre collection
de coe�cients ( c1; : : : ; cp) [181].

Une autre limitation de l'actuel formalisme multifractal est due au fait que la plupart
des contextes d'applications modernes implique l'enregistrement de s�eries temporelles multi-
vari�ees qui n�ecessitent alors d'être analys�ees conjointement. Cependant, leur analyse multi-
r�esolution se heurte �a une di�cult�e majeure : une extension m ultivari�ee de la fonction de
structure Sq(a) pour M signaux monofractals impliquea priori le m�elange de plusieurs lois
de puissance faisant intervenir di��erents exposants H1 � : : : � HM [4]. De surcrô�t, Sq(a)
est domin�ee par la loi de puissance ayant l'exposant le plus �elev�e, limitant ainsi l'application
des m�ethodes univari�ees �a la seule estimation deHM . En d�epit de son importance th�eorique
et pratique, la construction d'un paradigme d'estimation multivari�e complet est toujours un
probl�eme ouvert dans la litt�erature.

Optimisation : contexte. L'optimisation est pr�esente dans di��erents contextes applicatif s
de traitement du signal et de l'image allant de l'estimation de donn�eesmanquantes [32, 14,
7, 8] �a la reconstruction, en passant par l'apprentissage de dictionnaires, de classi�eurs ou de
mod�eles.

La formulation g�en�erique en optimisation consiste �a savoir r�esoud re

min
x 2X

f (x ) (4)

o�u X est l'espace de recherche etf le crit�ere permettant d'�evaluer chaque �el�ement x 2 X .
Selon la nature def , nous pouvons classi�er les probl�emes en deux cat�egories : les probl�emes
o�u f est convexe, qui disposent d'un cadre th�eorique bien d�e�ni et dont les algorithmes associ�es
permettent de trouver e�cacement le minimum, et les probl�emes o�u f est non convexe,
qui sont sensiblement plus di�ciles en raison de l'existence potentielle de multiples minima
locaux, et dont la r�esolution constitue un axe majeur de la recherche actuelle.

D'un côt�e, l'optimisation convexe a connu un nouvel essor ces derni�eres ann�ees avec le
d�eveloppement de m�ethodes proximales pour r�esoudre des probl�emes o�u f est non lisse (i.e.,
non di��erentiable sur tout son domaine) [49, 38, 50]. En pratique, la non-di��erentialit�e de f
peut être due �a l'utilisation de normes qui favorisent la parcimonie (e.g., norme`1).

De l'autre côt�e, la plupart des probl�emes d'optimisation non convexe sont di�ciles �a
r�esoudre en temps polynomial. Certains probl�emes peuvent êtrer�esolus exactement et e�ca-
cement par des algorithmes de programmation dynamique (cf., e.g., [217, 216, 192, 93,193]).
Lorsque le probl�eme implique une pluralit�e d'inconnues de diverses natures, les algorithmes
de s�eparation{�evaluation ( � branch and bound � ) [120, 44, 160] permettent d'obtenir un en-
cadrement de la solution globale avec toutefois un temps de calcul plus�elev�e. Autrement,
une solution locale peut être obtenue e�cacement par mises �a jour altern�ees des variables.

Optimisation : limitations et questions ouvertes. En pratique et selon l'application,
le crit�ere f est g�en�eralement choisi sous la forme

f (x ) =
X

k

� k f k (x ) (5)

o�u les fonctions f k peuvent mod�eliser des mesures d'attache aux donn�eesy ou peuvent im-
poser des conditions de r�egularit�e �a la solution (e.g, parcimonieuse, constante par morceaux,
lin�eaire par morceaux). Les hyperparam�etres � k sont des scalaires permettant de relativiser
la contribution des di��erents f k .
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Les hyperparam�etres � k sont souvent choisisa priori mais leurs choix sont cruciaux
�etant donn�e qu'ils impactent fortement la qualit�e de la solution . On retrouve par ailleurs,
dans la litt�erature de s�election de param�etres, di��erents cr it�eres pour leur estimation (cf.
e.g., validation crois�ee, p�eriodogramme cumul�e normalis�e, courbe-L [103], risque g�en�eralis�e
de Stein [59]). Il a r�ecemment �et�e propos�e d'inclure leur est imation au sein d'algorithmes de
Monte-Carlo par châ�nes de Markov [165] mais la solution s'av�ere trop coûteuse en temps de
calcul pour des probl�emes de grande dimension. Ainsi, l'estimation rapide et non supervis�ee
des hyperparam�etres (� k )k repr�esente encore un d�e� de taille.

G�en�eralement, un coût de calcul �elev�e est n�ecessaire pour r�esoudre le probl�eme (4), en
raison de la nature it�erative des algorithmes mis en oeuvre. Cependant, dans de nombreux cas
pratiques, connâ�tre la solution au fur et �a mesure de l'acquisition des donn�eesy en temps
r�eel pourrait s'av�erer d�ecisif [97, 190]. La solution pourrait être c alcul�ee sur une fenêtre
glissante mais cette technique engendre le double inconv�enient d'introduire une �echelle de
temps arbitraire et de ne pas permettre la reconstruction de la solution sur la totalit�e de
l'enregistrement. A�n de contourner ces limitations, les algorithmes dits �a la vol�ee peuvent
être utilis�es, lorsque les donn�ees sont scalaires, i.e.,X = RN , en introduisant une fenêtre
de taille variable au-del�a de laquelle la solution ne sera pas modi��ee [52]. Toutefois, leur
extension au cadre vectoriel demeure di�cile [58].

Contributions. Le travail e�ectu�e dans cette th�ese consiste �a formaliser l'analy se des pro-
cessus invariants d'�echelle multivari�es et non homog�enes par lar�esolution de probl�emes d'op-
timisation.

La Partie I dresse un �etat de l'art concernant les deux outils math�ematiques d�eclin�es tout
au long de ce travail. Le premier est celui de l'invariance d'�echelle homog�ene dont la descrip-
tion fait l'objet du Chapitre 1. Nous y pr�esenterons le mouvement Brownien fractionnaire
(fBm) comme processus autosimilaire univari�e de r�ef�erence ainsi que le formalisme multi-
fractal permettant d'estimer dans la pratique la quantit�e scalaire /vectorielle caract�erisant les
propri�et�es mono/multi-fractales de processus univari�es. Le second outil consiste �a mod�eliser
un signal ou une image comme un ensemble de r�egions de supports disjoints, chacune ca-
ract�eris�ee par des propri�et�es statistiques (e.g. propri�et� es d'invariance d'�echelle) di��erentes.
Le Chapitre 2 �etablit alors une revue de l'�etat de l'art des approches variationnelles repo-
sants sur l'utilisation de la variation totale (TV) pour d�etecter les d iscontinuit�es, quand leurs
nombres et positions sont inconnus, comme le sont les propri�et�es sur chaque r�egion.

Le probl�eme d'estimation de discontinuit�es dans des signaux ou imagesvectorielles est
ensuite abord�e dans la Partie II. Nous envisageons d'employer les approches TV au Chapitre 3
combin�ees �a une version locale du formalisme multifractal a�n de d�eterminer les changements
de propri�et�es de processus multifractals homog�enes par morceaux. Dans les di��erents cas
consid�er�es, nous discuterons de l'apport des approches TV vectorielles. Ainsi, motiv�e par
l'existence d'un algorithme �a la vol�ee dans le cas scalaire, le Chapitre 4 �elabore un algorithme
�a la vol�ee permettant de d�etecter les discontinuit�es commun es �a toutes les composantes de
s�eries temporelles vectorielles.

La Partie III se concentre sur l'�etude de l'extension multivari�ee du mod�ele d'autosimilarit�e.
L'identi�cation param�etrique compl�ete des mouvements Brownien s op�erateurs fractionnaires
(OfBm), d�e�nis comme l'extension multivari�ee du fBm, est obte nue par la r�esolution d'un
probl�eme d'optimisation non convexe que nous d�etaillons au Chapitre 5. Un algorithme de
s�eparation-�evaluation est �egalement d�evelopp�e et valid�e pour l' analyse d'OfBms bivari�es (Biv-
OfBm). La m�ethode est ensuite �evalu�ee et test�ee au Chapitre 6 sur des donn�ees r�eelles issues
du tra�c internet mod�elis�ees par les incr�ements d'un Biv-O fBm dont la valeur des param�etres
permet d'identi�er la pr�esence d'anomalies dans le tra�c.
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Dans la Partie IV, nous rapportons divers d�eveloppements m�ethodologiques autour de la
TV a�n de r�epondre �a plusieurs questions soulev�ees tout au long de ce manuscrit. Notam-
ment, un cas pratique est abord�e au Chapitre 7 motiv�e par le ph�enom�e ne de 
uorescence
intermittente o�u l'intensit�e d'�emission d'un processus poissonien alterne al�eatoirement entre
deux �etats. La question visant �a analyser la distribution des dur�ees de ces deux �etats est ici
revisit�ee par les approches TV pour d�etecter en amont les discontinuit�es d'intensit�e. Cepen-
dant, les performances d'estimation des m�ethodes TV d�ependentfortement du r�eglage d'un
param�etre de r�egularisation a priori inconnu. C'est dans ce contexte que se place le Cha-
pitre 8 qui propose l'estimation rapide et non supervis�ee de ce param�etre via la conception
d'une proc�edure variationnelle bay�esienne.



Premi�ere partie

Etat de l'art
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Chapitre 1

Analyse multifractale homog�ene
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Invariance d'�echelle. L'invariance d'�echelle est aujourd'hui reconnue comme une propri�et�e
omnipr�esente dans une grande vari�et�e d'applications r�eelles de di��erentes natures (cf., e.g.
[144] en turbulence, [181] en g�eophysique, [118] en imagerie m�edicale et[145] en �nance). Le
paradigme de l'invariance d'�echelle est bas�e sur l'hypoth�ese que la dynamique temporelle ou
spatiale des donn�ees n'est pas d�etermin�ee par une ou quelques �echelles caract�eristiques, mais
par une large gamme d'�echelles. Par cons�equent, l'analyse des donn�ees ne doit pas reposer sur
l'utilisation de plusieurs �echelles caract�eristiques mais doit au contraire permettre d'identi�er,
d'estimer et de valider les m�ecanismes reliant les �echelles entre elles.

Fractales. Les fractales constituent l'exemple phare de l'invariance d'�echelle [142, 143, 146].
Ce sont des objets math�ematiques d�eterministes autosimilaires desquels il �emerge �a chaque
�echelle une structure identique au tout, �a un facteur de dilati on pr�es. Elles sont con�cues
comme le point �xe d'op�erations relatant les �echelles de l'objet entre elles. L'adjectif fractal a
�et�e introduit par Mandelbrot pour d�ecrire leur complexit�e g� eom�etrique qui ne pouvait pas être
caract�eris�ee par une dimension enti�ere. La dimension fractale fournit alors une description
globale de leur complexit�e et de leur irr�egularit�e.

Analyse multifractale. La notion d'autosimilarit�e peut être �etendue au cadre stochas-
tique [184] o�u la dimension fractale est alors directement li�ee �a l'exposant de Hurst qui
mesure la r�egularit�e du processus (voir Section 1.1).

Le mod�ele multifractal se pr�esente comme une g�en�eralisation de l'autosimilarit�e o�u la
r�egularit�e peut 
uctuer ponctuellement. Les processus multi fractals ne sont alors plus d�ecrits
par un seul exposant mais par tout le spectre des dimensions fractales des ensembles des
points de même r�egularit�e, appel�e spectre multifractal, et d�ecrit �a la Section 1.2.
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L'invariance d'�echelle se manifeste �egalement par le comportementen lois de puissance de
quantit�es multi-r�esolution. Une m�ethode e�cace en pratique, ap pel�ee formalisme multifractal,
vise �a estimer l'exposant de cette loi de puissance qui est intimement li�ee au spectre mul-
tifractal. De nombreux travaux promeuvent l'utilisation des coe�c ients d'ondelettes comme
quantit�e multi-r�esolution [5, 13, 114]. Plus r�ecemment, il a �et�e propos�e l'utilisation des coe�-
cients d'ondelettes dominants [128, 213] a�n de reconstruire l'enti�eret�e du spectre multifractal.
La pr�esentation de ce formalisme fait l'objet de la Section 1.3.

1.1 Invariance d'�echelle et autosimilarit�e

Les processus stochastiques autosimilaires constituent le cadre math�ematique fondamental
pour la mod�elisation des ph�enom�enes d'invariance d'�echelle. L'autosimilarit�e �enonce qu'un
signal X ne peut pas être distingu�e de ses copies dilat�ees, i.e.,

D�e�nition 1.1 (Autosimilarit�e [184]) . Un processusf X (t)gt2 Rd est dit autosimilaire s'il
v�eri�e

f X (t)gt2 Rd
d:d:f:
= f aH X (t=a)gt2 Rd (8a > 0); (1.1)

o�u
d:d:f:
= repr�esente l'�egalit�e entre les distributions �a dimension �nie. L' information clef sur

la dynamique d'invariance d'�echelle est r�esum�e par un seul param�etre 0 < H < 1, appel�e
exposant d'autosimilarit�e ou exposant de Hurst.

En particulier, le mouvement brownien fractionnaire, i.e., le seul processus gaussien, au-
tosimilaire, �a accroissements stationnaires, a largement �et�e utilis�e comme le processus de
r�ef�erence pour mod�eliser les propri�et�es d'�echelle de s ignaux univari�es issus du monde r�eel.
Nous rappelons ci-dessous sa d�e�nition et nous nous int�eresserons �a son extension multi-
vari�ee au Chapitre 5.

D�e�nition 1.2 (Mouvement brownien fractionnaire (fBm) [146, 5]). Le mouvement brownien
fractionnaire f X (t)gt2 R d'exposant0 < H < 1 est le processus gaussien de moyenne nulle tel
que (

X (0) = 0 ;

X (t + � ) � X (t)
d:d:f:
= N (0; � j� jH ); (8t 2 R) (8� 2 R):

(1.2)

Il apparâ�t donc que f X (t)
d:d:f:
= N (0; � jt jH )gt2 R est un processus gaussien, autosimilaire, �a

accroissements stationnaires enti�erement caract�eris�e par sa fonction de covariance

(8t 2 R) (8s 2 R) EX (t)X (s) =
� 2

2

�
jt j2H + jsj2H � j t � sj2H �

(1.3)

o�u � 2 = EX (1)2.

Nous remarquons que la D�e�nition 1.2 correspond �a celle du mouvementbrownien lorsque
H = 1=2. Tout comme le processus des accroissements d'un mouvement brownien est un bruit
blanc gaussien, nous d�e�nissons le bruit gaussien fractionnaire dont nous ferons usage dans
le cadre multivari�e au Chapitre 6.

D�e�nition 1.3 (Bruit gaussien fractionnaire (fGn)) . Nous appelons bruit gaussien fraction-
naire, le processus des accroissementsf X � (t) � X (t +1) � X (t)gt2 R o�u X est un mouvement
brownien fractionnaire.
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Remarque 1.1. Nous pouvons montrer que la corr�elation entre les accroissements successifs
d'un fBm f X gt2 R, i.e.,

(8t 2 R) EX � (t)X � (t + 1) = � 2 �
22H � 1 � 1

�
(1.4)

est positive siH > 1=2, n�egative si H < 1=2 et nulle si H = 1=2.

Deux exemples de fBm unidimensionnels sont illustr�es sur la Figure 1.1 pour H = 0 :25
(gauche) et H = 0 :75 (droite). On observe que la r�ealisation pourH = 0 :25 (voir Figure 1.1,
gauche) apparâ�t visuellement plus irr�eguli�ere que celle pour H = 0 :75 (voir Figure 1.1,
droite). En e�et, puisque les r�ealisations d'un fBm sont des courbes fractales dont la dimension
de Hausdor� vaut 2 � H , le comportement deX est d'autant plus irr�egulier que H est proche
de 0. De plus, nous remarquons que la variance deX est d'autant plus grande queH ! 1
(cf. D�e�nition 1.2 et Remarque 1.1).

Dans le cas bidimensionnel, nous aurions employ�e l'adjectif� rugueux � pour d�esigner
des textures invariantes d'�echelle. Il apparâ�t alors que la notion de r�egularit�e (et de rugosit�e)
est intrins�equement li�ee aux propri�et�es d'invariance d'�e chelle. Ce lien fait l'objet de la section
suivante.

1.2 Analyse multifractale

Cependant, la condition d'autosimilarit�e (1.1) est tr�es restrict ive. Une condition plus
souple est la suivante

f X (t)gt2 Rd
d:d:f:
= f ! aX (t=a)gt2 Rd (8a > 0); (1.5)

o�u ! a = ah(t ) est une variable al�eatoire d�ependant de l'�echelle a. La condition (1.5) peut être
interpr�et�ee comme une extension de la condition d'autosimilarit �e (1.1) o�u H est remplac�e
par une quantit�e stochastique h caract�erisant la r�egularit�e locale et dont la description fait
l'objet de cette section.

1.2.1 Exposant de H•older

Il existe diverses fa�cons de mesurer la r�egularit�e locale d'unprocessus autour d'un point
donn�e. Dans cette section, nous nous concentrerons sur l'exposant der�egularit�e ponctuelle
de H•older dont nous rappelons la d�e�nition. Le lecteur peut se r�ef�erer �a [185, 114] et les
r�ef�erences qui y sont mentionn�ees pour une �etude d�etaill�e e.

D�e�nition 1.4 (ClasseC� ). Soit un processus continuf X (t)gt2 Rd . Pour tout t 2 Rd, X 2
C� (t) s'il existe une constanteC > 0 et un polynome de degr�e plus petit que la partie enti�ere
de � tels que, pour touts dans le voisinage det,

jX (t) � P(s � t)j � Cjs � t j � : (1.6)

D�e�nition 1.5 (Exposant de H•older [114]). On appelle r�egularit�e ou exposant de H•older en
un point t 2 Rd de X , la quantit�e

h(t) = sup f � � 0 j X 2 C� (t)g: (1.7)

L'exposant de H•older est d�e�ni en chaque point t 2 Rd et d�ecrit les 
uctuations de
r�egularit�e (ou singularit�e) locale de X . Pour certains processus,h peut varier de fa�con continue
voire discontinue d'un point �a l'autre. Dans ce dernier cas, le calcul num�erique de h est
instable. Nous pr�ef�erons �a l'information locale h, une description globale d�ecrite dans la
section suivante.
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Figure 1.1 { Exemples de processus monofractals unidimensionnels . Haut : Deux
r�ealisations de mouvements browniens fractionnaires. Bas : spectre multifractal correspon-
dant. Deux valeurs deH sont examin�ees : �a gauche,H = 0 :25 et �a droite H = 0 :75.

1.2.2 Spectre multifractal

A�n d'analyser la collection des f h(t)gt2 Rd , on s'int�eresse au spectre multifractal D,
�egalement appel�e spectre des singularit�es, qui fournit une description globale de la r�epartition
g�eom�etrique des f h(t)gt2 Rd .

D�e�nition 1.6 (Spectre multifractal [142, 80],). Soit un processusf X (t)gt2 Rd ainsi que
f h(t)gt2 Rd l'ensemble de ses exposants de H•older. Soit l'ensemble iso-H•olderE(h) = f t 2
Rd j h(t) = hg. On appelle spectre multifractalD la collection des dimensions de Hausdor�
de (E(h))h� 0 i.e.,

D(h) = dim E(h): (1.8)

Lorsque l'exposant de H•olderh vaut H en tout point, le processus est ditmonofractal et le
support du spectre multifractal est r�eduit �a un singleton. En par ticulier, les processus autosi-
milaires (voir D�e�nition 1.1) forment une famille de processus monofractals (voir a contrario
les processus de L�evy [113]). Pour les fBm (voir D�e�nition 1.2), le spectre multifractal prend
la forme suivante :

Exemple 1.1 (Spectre multifractal d'un fBm) . Soit un fBm f X (t)gt2 R caract�eris�e par l'ex-
posant de Hurst0 < H < 1, alors son spectre multifractal D s'�ecrit :

(8h � 0) D(h) =

(
1 , si h = H;

�1 , sinon:
(1.9)

Deux r�ealisations de fBm unidimensionnels sont illustr�ees par la Figure 1.1 pour H =
0:25 (gauche) et H = 0 :75 (droite). Les spectres multifractals correspondants, �egalement
repr�esent�es, sont tout deux des diracs enH .
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Figure 1.2 { Exemples de processus multifractals unidimensionnels . Haut : Deux
r�ealisations de marches al�eatoires multifractales. Bas : spectre multifractal correspondant.
Pour c1 = 0 :5, deux valeurs dec2 sont examin�ees : �a gauche, c2 = � 0:0025 et �a droite
c2 = � 0:04.

Alors que les processus monofractals sont caract�eris�es par un seul exposant H , les ex-
posants de H•older h pour des processusmultifractals peuvent varier (de mani�ere continue
ou discontinue) d'un point �a un autre, i.e., le support du spectre multifractal correspondant
n'est plus r�eduit �a un singleton. En outre, les processus satisfaisant (1.5) forment une fa-
mille de processus multifractals. En particulier, nous nous int�eresserons dans le Chapitre 3
aux marches al�eatoires multifractales, qui ont la particularit�e d'a voir un spectre multifractal
parabolique.

Exemple 1.2 (Spectre multifractal d'une marche al�eatoire multifractale (MRW) [179, 3]).
Soit une marche multifractale al�eatoire de dimension d caract�eris�ee par les param�etres � et
� . Alors son spectre multifractal est une parabole d'�equation :

(8h � 0) D(h) = d +
(h � c1)2

2c2
; (1.10)

o�u c1 = � + � 2=2 et c2 = � � 2. Deux exemples de MRW unidimensionnels sont illustr�es par
la Figure 1.2 pour (c1; c2) = (0 :5; � 0:0025) (gauche) et (c1; c2) = (0 :5; � 0:04) (droite).

1.3 Formalisme multifractal

En pratique, il est di�cile voire impossible d'estimer le spect re D par la mesure deh (cf.,
e.g., [134] pour une revue de diverses m�ethodes). Dans cette section, nous pr�esentons une
m�ethode d'estimation e�cace bas�ee sur le formalisme multifractal .
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1.3.1 Fonction de partition et fonction d'�echelle

Le formalisme multifractal repose sur l'utilisation de coe�cients m ultir�esolution de X ,
not�es T(a; t), d�ependant �a la fois de l'�echelle a et de la position t. Ces coe�cients pouvant
être par exemple les accroissements deX , i.e., T(a; t) = X (a+ t) � X (t), les coe�cients d'on-
delettes [139] voire les coe�cients d'ondelettes dominants [114, 213]. Unepropri�et�e n�ecessaire,
est que ces coe�cients doivent reproduire localement l'exposant de H•older dans la limite des
petites �echelles [112, 115, 139], i.e.,

jT(a; t)j �
a! 0

ah(t ) : (1.11)

Plutôt que mesurer ponctuellement h �a chaque position t, le formalisme multifractal
a recours �a une approche statistique reposant sur l'utilisation dela fonction de partition
suivante d�ecrivant les propri�et�es statistiques de X .

D�e�nition 1.7 (Fonction de partition) . Soit T(a; t) des coe�cients multir�esolution d�ependant
de l'�echelle a > 0 et de la position t 2 Rd. On appelle fonction de partition �a l'ordre q 2 Z � ,
la quantit�e d�e�nie par

Sq(a) = EjT(a; �)jq = Eeq ln T (a;�) (1.12)

L'invariance d'�echelle d'un processus se traduit par le comportement en loi de puissance
suivant de sa fonction de partition :

D�e�nition 1.8 (Fonction d'�echelle) . Si X est invariant d'�echelle, alors sa fonction de par-
tition poss�ede le comportement en loi de puissance suivant

Sq(a) �
a! 0

a� (q) (1.13)

o�u la fonction q 7! � (q) est appel�ee fonction d'�echelle. En particulier, pour une certaine
gamme a 2 [amin ; amax ] et q 2 [qmin ; qmax ], on peut consid�erer en premi�ere approximation
qu'il existe F tel que

Sq(a) = F (q)a� (q) : (1.14)

La forme concave de la fonction d'�echelle� , observ�ee exp�erimentalement en [95] peut être
expliqu�ee �a partir des 
uctuations de la r�egularit�e locale :

Proposition 1.1 (Lien entre fonction d'�echelle et spectre multifractal) . Soit un processus
caract�eris�e par le spectre multifractal D et la fonction d'�echelle � . Alors D et � sont li�es par
la transformation de Legendre suivante :

� (q) = inf
h

(qh � D (h) + d) : (1.15)

Donc � est concave (voir D�e�nition 2.3 et Remarque 2.6). Par cons�equent, �a partir de � , le
spectre multifractal peut être obtenu par

D(h) � inf
q6=0

(qh � � (q) + d) ; (1.16)

o�u l'�egalit�e est obtenue dans (1.16) pour certains processus.

Remarque 1.2. Le r�esultat de la Proposition 1.1 peut être compris par l'heuristique suivante.
Pour tout t 2 Rd, il y a environ jaj �D (h0 ) bô�tes de volumejajd pour lesquellesh(t) � h0 et
par cons�equent jT(a; t)j � j ajh0 . D�es lors,

Sq(a) �
Z

Rd
jT(a; t)jqdt �

Z

h
jajqhjaj �D (h) jajddh =

Z

h
jajqh�D (h)+ ddh (1.17)
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Lorsque a ! 0, la contribution dominante dans (1.17) est donn�ee par

� (q) = inf
h

(qh � D (h) + d) : (1.18)

Selon la nature mono/multi-fractal d'un processus, nous pouvons distinguer deux cat�egories
de fonctions d'�echelles : pour les processus monofractals,� varie lin�eairement avec q alors que
pour les processus multifractals,� est une fonction non lin�eaire concave.

En pratique, on utilise des relations comme (1.16) permettant de relier des quantit�es, par
exemple la fonction d'�echelle� , au spectre multifracal D. Les relations de ce type sont appel�ees
formalisme multifractal . Dans la suite, nous d�etaillons comment appliquer ce formalisme en
pratique �a partir des coe�cients d'ondelettes dominants.

1.3.2 Processus monofractal et coe�cients d'ondelettes

Pour les processus monofractals o�uD est de la forme (1.9), on peut montrer par l'interm�e-
diaire de la Proposition 1.1 que

q 7! � (q) = qH (1.19)

est une fonction lin�eaire. Dans ce cas, et quel que soitq 2 Z � ,

H = lim
a! 0

ln Sq(a)
qln a

; (1.20)

ce qui sugg�ere queH peut être estim�e par r�egression lin�eaire de ln Sq(a) vs. qln a. En parti-
culier, une m�ethode r�eput�ee e�cace repose sur l'utilisation des coe�cients de la transform�ee
en ondelettes discr�ete comme quantit�e multi-r�esolution [82, 5, 115].

D�e�nition 1.9 (Transform�ee en ondelettes discr�ete [139]). Soit  0 une ondelette m�ere, �a
savoir,  0 2 L 2(R) et

(8l 2 f 0; : : : ; N  � 1g)
Z

R
t l  0(t)dt � 0 (1.21)

o�u N  d�esigne le nombre de moments nuls de 0. Notons �egalement

f  j;k (t) = 2 � j= 2 0(2� j t � k)gj 2 Z;k2 N (1.22)

la collection des versions dilat�ees et translat�ees de 0 qui forment une base orthogonale de
L 2(R). Le coe�cient d'ondelette de f X (t)gt2 R �a l'�echelle a = 2 j et �a la position t = 2 j k est
alors repr�esent�e de mani�ere non redondante par la quantit�e D(j; k ), o�u

D(j; k ) = h j;k ; X i =
Z

R
2� j= 2 0(2� j t � k)X (t)dt: (1.23)

Le lecteur est invit�e �a se r�ef�erer �a [12] pour une introduction au x ondelettes bidimensionnelles.

En guise d'exemple, nous proposons de d�etailler comment estimerH via (1.20) �a partir
des coe�cients d'ondelettes pour les fBm. Le même raisonnement sera g�en�eralis�e au cadre
multivari�e dans le Chapitre 5.

Exemple 1.3 (Mouvement brownien fractionnaire [82]). Soit un fBm f X (t)gt2 R de pa-
ram�etres � 2 > 0 et 0 < H < 1. Etant donn�e que X est enti�erement caract�eris�e par ses
propri�et�es statistiques d'ordre 2, nous consid�erons sa fonction de partition �a l'ordre q = 2
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exprim�ee �a partir des coe�cients d'ondelettes, �egalement appel�ee spectre en ondelettes, qui
s'�ecrit

Sq=2 (2j ) � ED(j; �)D (j; �) � = � 2� H 22j (H +1 =2) ; (1.24)

o�u

� H = �
1
2

Z

R
juj2H du

Z

R
 0(v) 0(v � u) � dv: (1.25)

D�es lors, H (ou plutôt 2H +1 ) peut être estim�e comme le coe�cient de r�egression lin�eaire de
ln Sq=2 (2j ) vs. ln 2j , et � 2 (ou plutôt � 2� H ) peut ensuite être d�eduit via l'ordonn�ee �a l'origine.

D�emonstration. A partir de (1.3),

ED(j; �)D (j; �) � =
Z

R2
 j;k (t) j;k (s)EX (t)X (s) � dtds (1.26)

= �
� 2

2

Z

R2
 j;k (t) j;k (s) � jt � sj2H dtds (1.27)

= �
� 2

2

Z

R2
 j;k (v) j;k (v � u) � juj2H dvdu (1.28)

D'apr�es la d�e�nition des ondelettes  j;k (v) = 2 � j= 2 0(v2� j � k), il s'en suit donc que

ED(j; �)D (j; �) � = �
� 2

2
2� j

Z

R2
 0(v2� j � k) 0((v � u)2� j � k) � juj2H dvdu (1.29)

= �
� 2

2
2� j

Z

R2
 0(v) 0(v � u) � j2j uj2H �

2j dv
� �

2j du
�

(1.30)

= � 222j (H +1 =2)
�

�
1
2

Z

R
juj2H du

Z

R
 0(v) 0(v � u) � dv

�
(1.31)

Remarque 1.3. En pratique, pour l'analyse d'invariance d'�echelle il est parfois d'usage
d'utiliser des coe�cients d'ondelettes re-normalis�es par la norme `1, i.e.,

d(j; k ) = 2 � j= 2D(j; k ) (1.32)

a�n de faire disparâ�tre l'exposant 1=2 dans (1.24) (cf. [16]).

1.3.3 Processus multifractal et coe�cients dominants

Pour les processus multifractals, le support deD n'est plus r�eduit �a un singleton et son
estimation est alors plus d�elicate. Plusieurs cons�equences d�ecoulent de la transform�ee de Le-
gendre reliant � �a D (voir Proposition 1.1). Premi�erement, la d�eriv�ee de � en q � 0 donne
la position du maxima de D, tel qu'illustr�e par la Figure 1.3 en pointill�es. Deuxi�ememe nt,
les d�eriv�ees de � pour q > 0 (resp. q < 0) permettent de mesurer la partie croissante (resp.
d�ecroissante) de D. A�n de caract�eriser enti�erement D, il est alors n�ecessaire d'examiner� ,
et par cons�equent la fonction de structure Sq (voir (1.13)), pour des momentsq n�egatifs et
positifs.

Cependant, puisque la d�ecomposition en ondelettes deX poss�ede n�ecessairement un grand
nombre de coe�cients D(j; k ) proches de 0, la fonction de partition Sq(2j ) = EjD (j; �)jq est
susceptible de diverger pourq < 0. C'est, entre autres, a�n de pallier cette limitation, que
les coe�cients d'ondelettes dominants ont �et�e introduits [114, 128, 213, 115]. Dans la suite,
a�n d'�etudier les processus multifractals, nous utiliserons syst�ematiquement comme quantit�e
multi-r�esolution, les coe�cients d'ondelettes dominants d�e� nis comme suit :
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Figure 1.3 { Illustration de la correspondance entre � et D. La d�eriv�ee de � en q = 0
donne la position du maxima deD (pointill�es). La partie croissante de D est obtenue �a partir
de la connaissance de� pour q > 0, alors que sa partie d�ecroissante est li�ee aux valeurs pour
q < 0.

D�e�nition 1.10 (Coe�cients d'ondelettes dominants [114]). Le coe�cient d'ondelettes do-
minant autour de la position k et �a l'�echelle j , not�e L (j; k ), est d�e�ni comme le supremum
local autour d'un voisinage spatial, de tous les coe�cients d'ondelettes �a travers les �echelles
plus �nes 2j 0

� 2j . Formellement,

L (j; k ) = sup
! j 0;k 0� 
 j;k

jD (j 0; k0)j; (1.33)

o�u ! j;k = [ k2j ; (k+1)2 j ) et 
 j;k = [ p2f� 1;0;1g! j;k + p. Une illustration est disponible Figure 1.4
o�u L(j; k ) est indiqu�e par une croix noire et o�u le voisinage 
 j;k est a�ch�e en vert.

A pr�esent, si l'on consid�ere le d�eveloppement polynomial de � en 0, i.e.,

D�e�nition 1.11 (Coe�cients ( cp)p [13]).

� (q) =
q� 0

1X

p=1

cp
qp

p!
; (1.34)

o�u c1 correspond �a la partie lin�eaire de � , o�u c2 quanti�e la premi�ere d�eviation de la lin�earit�e,
et o�u les coe�cients (cp)p� 3 correspondent �a des ordres de nonlin�earit�e plus �elev�es.

alors le spectre multifractal peut être approch�e �a partir des coe�cients ( cp)p2 N� . En parti-
culier, dans la suite nous consid�erons souvent l'approximation parabolique du spectre multi-
fractal suivante :

Proposition 1.2 (D�eveloppements du spectre multifractal en log-cumulants). Soient (cp)p2 N�

les coe�cients d�e�nis en (1.34). Alors en premi�ere approximation, nous pouvons consid�erer
que

D(h) � d +
c2

2!

�
h � c1

c2

� 2

(1.35)

o�u c1 peut être interpr�et�e comme la position du maximum de D et c2 sa largeur.

A�n d'estimer ces coe�cients, nous consid�erons la quantit�e ln Sq(2j ) similaire �a l'�energie
libre en physique statistique. Tout comme les cumulants d'ordre 1et 2 de l'�energie libre
donnent l'�energie moyenne et la chaleur, nous consid�erons le d�eveloppement en cumulants
suivant
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Figure 1.4 { Coe�cients d'ondelettes dominants. Le coe�cient d'ondelette dominant
(croix noire) est d�e�ni comme le supr�emum local de tous les coe�c ients d'ondelettes pr�esents
dans un voisinage spatial et �a travers toutes les �echelles les plus�nes (vert). Figure emprunt�ee
�a [212].

D�e�nition 1.12 (Coe�cients ( Cp)p2 N� ).

ln
�

Eeq ln L (j; �)
�

=
+ 1X

p=1

Cp(2j )
qp

p!
; (1.36)

o�u Cp(2j ) est le cumulant d'ordre p de ln L(j; �).

Les coe�cients ( Cp)p2 N� sont directement li�es aux coe�cients ( cp)p2 N� permettant de ca-
ract�eriser le spectre multifractal comme suit :

Proposition 1.3 (Relation entre Cp et cp [213].). Soient Cp(2j ) le cumulant d'ordre p de
ln L(j; �) et cp le coe�cient d'expansion polynomial d'ordre p de q 7! � (q) en 0 (cf. (1.34)).
Alors

Cp(2j ) = c0;p + ln(2 j )cp: (1.37)

D�emonstration. A partir de la D�e�nition 1.8, nous obtenons

ln (EjL (j; �)jq) = ln F (q) + � (q) ln(2 j ): (1.38)

D�es lors, si l'on consid�ere d'un côt�e le d�eveloppement en cumulant ( Cp) de ln L(j; �) d�eriv�e
en (1.36), et de l'autre les d�eveloppements de Taylor deq ! 0 de � (cf. (1.34)) et ln F :

ln F (q) =
1X

p=1

c0;p
qp

p!
; (1.39)

alors nous pouvons alors montrer que

Cp(2j ) = c0;p + ln(2 j )cp: (1.40)

Remarque 1.4. Les coe�cients (cp)p� 1 sont appel�es log-cumulants deln L(j; �).

A partir de la relation (1.37), il apparâ�t que les log-cumulants peuvent être obtenus par
r�egression lin�eaire de Cp(2j ) vs. ln(2j ) [213].
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1.4 Questions ouvertes

La formulation actuelle du formalisme multifractal repose sur l'hypoth�ese que les pro-
pri�et�es multifractales du processus d'int�erêt X sont homog�enes, c'est-�a-dire queD d�ecrit les
propri�et�es de X (t) pour tout t 2 Rd. Mais dans de nombreuses situations, il se peut que
celles-ci puissent varier dans le temps ou spatialement. On retrouve par exemple cette situa-
tion lors de l'analyse de photographies satellitaires comprenant �a la fois des textures de nuage
et de neige [181]. Bien qu'il soit di�cile de les distinguer visuellement, ces deux textures sont
connues pour être invariantes d'�echelle et caract�eris�ees par un spectre multifractal di��erent.
Dans ce cas, la fonction de partitionSq ne doit pas être calcul�ee sur la totalit�e de l'enre-
gistrement disponible mais sur chacune des r�egions o�u les propri�et�es multifractales puissent
être consid�er�ees homog�enes. Cependant, ces r�egions sonta priori inconnues et doivent être
estim�ees conjointement avecD, ce qui complique la proc�edure d'estimation. Cette question
sera abord�ee au Chapitre 3 �a l'aide des approches variationnelles bas�ees sur la variation totale
d�ecrites au Chapitre 2.

Dans ce chapitre nous avons pr�esent�e le formalisme multifractal pouvant s'appliquer �a
tout processus univari�e, qu'il prenne par exemple la forme d'unsignal ou d'une imageX .
Cependant, avec le d�eveloppement des m�ethodes d'acquisitionet l'acc�es �a un plus grand
nombre de capteurs, les processus enregistr�es sont de plus en plus multivari�es par nature, i.e.,
X = ( X 1; : : : ; X M )> . D�es lors, analyser leurs propri�et�es d'invariance d'�echelle conjointement
permettrait de mieux comprendre les m�ecanismes sous-jacents �aleur �elaboration. Un premier
pas dans cette direction consiste �a �etendre la d�e�nition de l'au tosimilarit�e (voir D�e�nition 1.1)
aux processus multivari�es. Dans ce cas, la fonction de partition estun m�elange de plusieurs
lois de puissance que les techniques d'estimation univari�ees nepermettent pas de d�em�elanger.
La conception d'un paradigme d'estimation multivari�e complet reste un probl�eme ouvert dans
la litt�erature. C'est dans ce contexte que le Chapitre 5 apporte sacontribution en proposant,
�a notre connaissance, le premier proc�ed�e d'estimation complet de processus bivari�es autosi-
milaires. La m�ethode sera appliqu�ee sur des donn�ees r�eellesissues du tra�c internet dans le
Chapitre 6.
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Quelques grandes classes de m�ethodes pour d�etecter les discont inuit�es. Une
premi�ere classe de m�ethodes lin�eaires permettant de d�etecter les discontinuit�es des pro-
pri�et�es statistiques consiste �a �ltrer les donn�ees de fa�con �a �eliminer le bruit pr�esent dans les
hautes fr�equences en appliquant un �ltre passe bas. Toutefois, la solution d�ebruit�ee pr�esente
des oscillations au voisinage des discontinuit�es (ph�enom�ene de Gibbs) [116]. Des �ltres non
lin�eaires allant du �ltre m�edian glissant [199, 101, 218] au seuillage des coe�cients d'onde-
lettes [140, 46, 70] ont alors �et�e d�evelopp�es. Cependant, la premi�ere classe de m�ethodes a
tendance �a lisser le signal, masquant ainsi la d�etection pr�ecisede la position des disconti-
nuit�es. Quant �a la seconde, reposant sur des op�erations de seuillage dur (norme`0) ou doux
(norme `1) des coe�cients d'ondelettes, elle implique une perte des d�etails [46, 77].

29



30 CHAPITRE 2. VARIATION TOTALE

En parall�ele, une grande partie de la litt�erature d�edi�ee aux prob l�emes de d�etection de
discontinuit�es s'est d�evelopp�ee en inf�erence bay�esienne et tests d'hypoth�eses. Les m�ethodes
fr�equentistes, telles que l'approche Cusum, reposent sur untest d'hypoth�ese �a partir du
rapport de vraisemblance [210, 163, 106, 61, 135]. Les m�ethodes bay�esiennes permettent
d'incorporer des a priori suppl�ementaires comme par exemple la distribution des disconti-
nuit�es. La premi�ere m�ethode bay�esienne pour d�etecter de s discontinuit�es a �et�e d�evelopp�ee
en [96] pour le contrôle de qualit�e des machines. La maintenance des appareils est d�ecid�ee
quand la distribution post�erieure d'être dans un �etat d�efect ueux d�epasse un certain seuil
[186, 187, 170, 171]. Notons que ces approches permettent une d�etection des discontinuit�es
en ligne. Lorsque la distribution post�erieure ne poss�ede pas d'expression explicite, des algo-
rithmes de Monte Carlo par Châ�nes de Markov (MCMC) doivent être envisag�es, pouvant
conduire, pour certains probl�emes, �a des temps de calcul �elev�es [68, 151].

Approches variationnelles. Le probl�eme de d�etection de discontinuit�es peut �egalement
être consid�er�e du point de vue des approches variationnelles o�u la solution d�ebruit�ee minimise
un crit�ere compos�e d'un terme d'attache aux donn�ees et d'un terme de r�egularisation. Dans ce
second chapitre, nous nous int�eressons �a l'utilisation de la variation totale (TV) comme terme
de r�egularisation. P�enaliser la variation totale par une norme favorisant la parcimonie, e.g. `1

(dit `1-TV ou seulement TV) ou `0 (not�e `0-TV par abus de langage), permet �a la solution
restaur�ee de pr�eserver un nombre restreint de discontinuit�es. Le terme variation totale a �et�e
introduit en d�ebruitage d'image dans [182] o�u la variation totale `1-TV de l'image analys�ee est
minimis�ee sous contrainte que le bruit soit de moyenne nulle et de variance connuea priori . Les
contraintes sont introduites �a l'aide de multiplicateurs de Lagrange et l'algorithme propos�e
permet de r�esoudre les �equations de stationnarit�e d'Euler Lagrange �a l'aide d'une m�ethode de
descente de gradient. D'un côt�e, les r�ecents travaux autour de l'op�erateur proximal permettent
de r�esoudre le probl�eme `1-TV plus rapidemment et avec davantage de 
exibilit�e [38, 209].
De l'autre côt�e, le probl�eme `0-TV, pourtant non convexe, peut être r�esolu de mani�ere exacte
et e�cacement par des algorithmes de programmation dynamique [217, 216, 192, 93, 193],
mais son extension �a di��erents espaces ou �a des crit�eres g�en�eriques impliquants la pr�esence
d'un terme `0-TV n'est pas syst�ematique.

Les premi�eres contributions de la `1-TV dans la communaut�e du traitement du signal
ont �et�e formul�ees dans le cadre de la th�eorie � taut-string � [58, 76]. Les m�ethodes� taut-
string � , ainsi que les m�ethodes� run � , reposent sur l'encadrement du signal �a analyser par
des bornes locales. Le signal d�ebruit�e est ensuite d�e�ni �a part ir des positions et des valeurs
pour lesquelles les bornes sont �egales. Il a plus tard �et�e montr�e en [141] que la solution
� taut-string � est �egalement la solution du probl�eme de r�egularisation `1-TV. Des travaux
r�ecents continuent d'être d�evelopp�es pour calculer direct ement la solution [52], �etendue �a
di��erents espaces non n�ecessairement vectoriels [194] et pour divers probl�emes de r�egression
TV (r�egression de Poisson, TV pond�er�ee) [76, 19, 121]. Si les m�ethodesen ligne Cusum,
� run � et � taut-string � poss�edent l'avantage de pouvoir calculer la solution �a la vol�ee, leur
extension au cadre vectoriel ou �a des probl�emes impliquant des contraintes sur la dynamique,
s'av�ere cependant beaucoup plus compliqu�ee.

Dans la Section 2.1, nous formaliserons les probl�emes̀0-TV et `1-TV pour les signaux, et
nous rappellerons diverses notions d'optimisation convexe non lisse (i.e., non di��erentiable)
qui seront utiles tout au long de ce manuscrit. Nous en pro�terons pour donner plusieurs
algorithmes proximaux permettant de r�esoudre le probl�eme `1-TV et les comparererons dans
la Section 2.2. Puis, nous d�e�nirons dans la Section 2.3 un crit�ere permettant d'�evaluer la
qualit�e de l'estimation des discontinuit�es de signaux constants par morceaux. Pour �nir, nous
discuterons dans la Section 2.4 de l'extension des probl�emes̀0-TV et `1-TV aux images.
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2.1 Introduction aux probl�emes `0-TV et `1-TV

2.1.1 Probl�eme non convexe `0-TV

Consid�erons une observationy = x + b 2 RN d'un signal constant par morceauxx 2 RN

corrompu par un bruit additif b 2 RN . Dans la suite du manuscrit, sauf mention contraire,
nous supposerons queb est un bruit blanc gaussien centr�e de variance� 2 inconnue, i.e.,
b � N (0; � 21 N ).

A�n d'obtenir une solution d�ebruit�ee constante par morceaux, nous pou vons maximiser
la vraisemblancep(y jx ) = (2 �� 2) � N=2 exp

�
�k y � x k2=2� 2

�
ou de mani�ere �equivalente mi-

nimiser l'anti-log-vraisemblance, sous contrainte que le nombre de discontinuit�es soit limit�e,
i.e.,

bx = arg min
x 2 RN

1
2

ky � x k2
2 sujet �a

N � 1X

n=1

� (xn+1 � xn ) � K; (2.1)

o�u � est la fonction de Dirac �egale �a 0 si son argument est nul et 1 sinon, etK est le
nombre maximal de discontinuit�es autoris�e. Une m�ethode reposant sur le crit�ere de Schwarz
a �et�e propos�ee pour estimer K e�cacement [131, 219]. Le probl�eme (2.1) peut être r�e�ecrit de
mani�ere �equivalente

bx = arg min
x 2 RN

1
2

ky � x k2
2 sujet �a kLx k0 � K; (2.2)

o�u la pseudo-norme `0 compte le nombre d'�el�ements non nuls et o�u L est l'op�erateur de
premi�eres di��erences, d�e�ni par

(8n 2 f 1; : : : ; N � 1g); (Lx )n = xn+1 � xn : (2.3)

Le probl�eme contraint (2.2) peut �egalement être reformul�e sous forme r�egularis�ee, ce qui m�ene
au probl�eme suivant :

Probl�eme 2.1 (Probl�eme `0-TV) . Soient y 2 RN et � � 0. On appelle probl�eme`0-TV le
probl�eme consistant �a trouver

bx � = arg min
x2 RN

1
2

ky � x k2
2 + � kLx k0 (2.4)

o�u L est l'op�erateur lin�eaire de premi�eres di��erences d�e�ni en (2.3).

Remarque 2.1. Le Probl�eme 2.1, �egalement appel�e probl�eme de Pott univari�e, est connu
sous le nom de probl�eme de Mumford-Shah constant par morceauxdans le cadre continu et
bidimensionnel.

L'hyperparam�etre � est appel�e param�etre de r�egularisation et permet de relativiser les
contributions du terme d'attache aux donn�ees et du terme de r�egularisation. En divisant le
second membre de (2.4) par� 2, nous remarquons qu'il varie naturellement comme� = � 2 ~� .
Pour � ! 0, seul le terme d'attache aux donn�ees contribue signi�cativement dans le crit�ere et
par cons�equent bx � � y est compos�e d'une multitude de segments. A l'inverse, pour� ! + 1 ,
quasiment seul le terme de r�egularisation contribue etbx � est compos�e d'un seul segment. Par
cons�equent, le choix de� impacte fortement la qualit�e de l'estimateur bx � . Dans ce chapitre,
nous consid�erons que� est connu. Son estimation sera discut�ee dans le Chapitre 8.
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Bien que le Probl�eme 2.1 (̀ 0-TV) soit non convexe, il peut être r�esolu de mani�ere exacte
�a l'aide de m�ethodes de programmation dynamique [217, 216, 192, 93, 193]. Le principe de
l'algorithme r�eside sur le fait que la solution bx (n)

� 2 Rn sur (y1; : : : ; yn ) peut être obtenue

en temps polynomial O(n2) �a condition que les solutions (bx (1)
� ; bx (2)

� ; : : : ; bx (n� 1)
� ) sur chaque

observation partielle f (y1); (y1; y2); : : : ; (y1; : : : ; yn� 1)g soient connues. A�n de calculer bx (n)
� ,

n solutions candidatesf x (1) ; : : : ; x (n)g d�e�nies par

(8r 2 f 1; : : : ; ng) x (r ) = ( bx (r � 1)>
�| {z }

taille r � 1

; � [r;n ]1
>
n� r +1| {z }

taille n � r + 1

)> ; (2.5)

o�u � [r;n ] est la moyenne des observations (yr ; : : : ; yn ), sont propos�ees. La solution retenue
est alors celle poss�edant le crit�ere (2.4) le plus faible. Une impl�ementation e�cace repo-
sant sur la technique d'acc�el�eration propos�ee dans [192, Algorithme 2] est disponible �a l'ad-
dressepottslab.de .

Le probl�eme peut �egalement est r�esolu de mani�ere exacte lorsque le terme d'attache
aux donn�ees ky � x k2

2 est remplac�e par ky � x k1 (i.e., bruit Laplacien b) [194] ou par la
divergence de Kullback-Leibler entrex et y (i.e., bruit Poissonien b) [75]. Toutefois, l'ex-
tension du Probl�eme 2.1 (̀ 0-TV) au cadre bidimensionnel, discut�ee plus en d�etails dans la
Section 2.4, reste NP di�cile. D'un côt�e, diverses strat�egies ont �et�e propos�ees pour approcher
le Probl�eme 2.1 (`0-TV) par un probl�eme plus simple o�u par exemple le nombre de valeurs
Q prises parx est suppos�e connua priori . D'un autre côt�e, une partie de la litt�erature s'est
int�eress�ee �a la relaxation convexe du Probl�eme 2.1 en rempla�cant la pseudo-norme`0 par la
norme convexe`1 [36, 18, 209, 52]. Dans la suite, nous nous int�eresserons �a cette seconde
classe de m�ethodes.

2.1.2 Probl�eme convexe `1-TV

Une relaxation convexe du Probl�eme 2.1 s'�ecrit

Probl�eme 2.2 (Probl�eme `1-TV) . Soient y 2 RN et � � 0. On appelle probl�eme`1-TV le
probl�eme consistant �a trouver

bx � = arg min
x 2 RN

1
2

ky � x k2
2 + � kLx k1 (2.6)

o�u L est l'op�erateur lin�eaire de premi�eres di��erences d�e�ni en (2.3) et o�u kLx k1 est la
variation totale de x [182].

Remarque 2.2. Si les amplitudes des discontinuit�es dex sont de même ordre de grandeur
� x , alors les Probl�emes 2.1 et 2.2 sont �equivalents pour� � � x � .

L'emploi de la norme `1 permet de s�electionner un nombre restreint de discontinuit�es,
donnant par cons�equent �a bx � un aspect constant par morceaux. En contrepartie, la normè 1

introduit un biais sur l'estimation des valeurs de x sur chaque segment. En e�et, consid�erons
la r�ealisation y 2 RN (N = 103) illustr�ee sur la Figure 2.1 (haut) en gris. La solution bx � =1

(rouge) du Probl�eme 2.2 est compos�ee de nombreux segments alors quebx � =10 (jaune) et
bx � =100 (violet) comportent moins de segments mais leur estimation des valeurs de x (noir)
est davantage biais�ee.

La Figure 2.1 (bas) illustre ce compromis en fonction de� avec �a gauche le nombre
de discontinuit�es, i.e. kL bx � k0, et �a droite l'erreur quadratique relative MSE[ bx � ; x ] = kbx � �
x k2=kx k2. La valeur � MSE qui permet de minimiser la MSE conduit �a une solution surestimant
d'un ordre de grandeur le nombre de discontinuit�es dex . A l'inverse, la solution obtenue pour
� Seg d�etient le bon nombre de segments mais poss�ede un biais important.
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Figure 2.1 { Illustration de bx � solution du Probl�eme 2.2 . Haut : bx � pour � = 1
(rouge), 10 (jaune) et 100 (violet). Bas : compromis entre le biais et le nombre de segment.
Bas gauche : le nombre de discontinuit�es debx � d�ecrô�t avec � . Bas droite : erreur quadratique
relative entre bx � et x en fonction de � . La valeur � MSE qui permet de minimiser la MSE
conduit �a une solution surestimant d'un ordre de grandeur le nombre de discontinuit�es de x .
A l'inverse, la solution obtenue pour � Seg d�etient le bon nombre de segments mais poss�ede
un biais important.

Remarque 2.3 (E�et d'escalier) . L'emploi de la variation totale est susceptible de causer �a
la solution bx � un e�et d'escalier. Cet e�et se traduit par bx � pr�esentant plusieurs � marches
d'escalier � au niveau des discontinuit�es dex . Cet e�et est illustr�e Figure 2.1 (haut, encadr�e).
Par cons�equent, cet e�et implique qu'il est di�cile de quanti�er la qualit �e d'un estimateur
bx � de x seulement �a partir de leur nombre de discontinuit�es respectif. En e�et, la solution
bx � =100 , illustr�ee Fig. 2.1 (haut, violet) poss�ede le même nombre de discontinuit�es que x ,
mais poss�ede une MSE relative �elev�ee. A�n de mesurer les performances d'estimation, nous
promouvons l'utilisation de l'indice de Jaccard d�ecrit dans la Section 2.3.

En pratique, il est souvent pr�ef�erable d'avoir un estimateur non biais�e bx � . Une m�ethode
na•�ve consiste �a r�e-estimer bx � a posteriori sur chacun de ses segments. R�ecemment, une
m�ethode a �et�e introduite en [60] pour supprimer une partie du b iais de bx � inh�erente �a
l'utilisation de la norme `1. Notons �egalement que sous certaines conditions surx et sur
� 2, la solution du Probl�eme 2.2 garantit de retrouver exactement le support de Lx [202, 201].

Il est bien connu et largement document�e dans la litt�erature que l'unique solution du
Probl�eme 2.2 peut être obtenue par des algorithmes de points �xes [18,209]. Cependant,
r�esoudre ce probl�eme n�ecessite de traiter la non-di��erenti abilit�e de la norme `1. Une premi�ere
approche consiste �a ajouter un param�etre additionnel pour lisser la norme `1 [208]. Une
seconde passe par la mise en oeuvre d'algorithmes proximaux dont le principe est rappel�e
dans la section suivante.
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2.1.3 Sch�emas it�eratifs d'optimisation convexe

Le Probl�eme 2.2 est un probl�eme de minimisation d'une fonction

f : RN �! ] � 1 ; + 1 ] (2.7)

x 7�!
1
2

ky � x k2 + kLx k1 (2.8)

appartenant �a la classe � 0(RN ) des fonctions convexes, semi-continues inf�erieurement et
propres deRN dans ]�1 ; + 1 ] 1. Il fait partie du probl�eme g�en�erique d'optimisation convexe
suivant :

Probl�eme 2.3. Soit une fonction f 2 � 0(RN ). Le probl�eme g�en�erique d'optimisation convexe
consiste �a trouver

bx 2 Argmin
x 2 RN

f (x ); (2.9)

o�u la notation Arg indique que bx est un minima global def . Lorsque f est strictement
convexe, i.e., unicit�e du minimiseur, nous adopterons la notation

bx = arg min
x 2 RN

f (x ): (2.10)

Lorsquef est di��erentiable et de gradient � -Lipschitz, l'algorithme de descente de gradient
garantit de trouver le minimum bx �a condition que le pas 
 k �a chaque it�eration k soit choisi
tel que 
 k 2 ]0; 2=� [. Les it�erations sont de la forme

(8k 2 N) x [k+1] = ( 1 � 
 k r f ) (x [k]) (2.11)

, (8k 2 N) x [k+1] = x [k] � 
 k r f (x [k]): (2.12)

Lorsquef n'est pas di��erentiable en x [k], i.e., lorsquef est non lisse, le gradientr f (x [k])
n'est plus d�e�ni et f est caract�eris�e en x [k] par un ensemble de sous-gradients appel�e sous-
di��erentielle et d�e�ni comme suit

D�e�nition 2.1 (Sous-di��erentielle de Moreau [155, 156]). Soit une fonction propre f : RN !
] � 1 ; + 1 ]. La sous-di��erentielle de f , not�ee @f, est l'ensemble d�e�ni par

(8u 2 RN ); @f(u ) = f w 2 RN j(8v 2 RN ) hv � u ; w i + f (u ) � f (v)g: (2.13)

Remarque 2.4 ([156]). Si f est di��erentiable en u , alors @f(u ) = fr f (u )g.

D�es lors, chaque �etape de descente de gradient (2.12) peut être remplac�ee par une descente
de sous-gradient o�u r f (x [k]) est remplac�e par un �el�ement w [k] de la sous-di��erentielle de f
en x [k], i.e.,

(8k 2 N) x [k+1] = x [k] � 
 k w [k] o�u w [k] 2 @f(x [k]) (2.14)

, (8k 2 N) x [k+1] 2 (1 � 
 k@f)(x [k]): (2.15)

Ce type d'algorithme est appel�e algorithme de sous-gradient et a �et�e introduit en [188]. Le
lecteur pourra se r�ef�erer �a [169, 25, 157, 159] pour des travaux plus r�ecents.

1. Les d�e�nitions des fonctions convexes, semi-continues inf�erieurement et propres sont rappel�ees en An-
nexe A.
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Figure 2.2 { Algorithme de sous-gradient pour minimiser f = j � j . Pour x [0] = � 1:5
et (
 k )k2 N = 
 = 1.

Exemple 2.1 (Algorithme de sous-gradient pour minimiserf = j�j ). Consid�erons le probl�eme
visant �a minimiser la fonction f : x 2 R 7! j xj illustr�ee Figure 2.2 (gauche) en bleu. Le
probl�eme de point �xe de l'algorithme de sous-gradient est repr�esent�e Figure 2.2 (droite)
pour la suite constante (
 k )k2 N = 
 = 1 . Les it�er�ees x [k] pour l'initialisation x [0] = � 1:5
sont quant �a elles repr�esent�ees en orange. On remarque que si le pas est constant, les suites
(x [2k+1] )k2 N = � 0:5 et (x [2k])k2 N� = 0 :5 sont constantes et l'algorithme ne converge pas vers
la solution bx = 0 .

Des garanties de convergence sont obtenues pour un pas d�ecroissant conduisant �a des
probl�emes num�eriques sur la solution estim�ee. A�n d'obtenir d es r�esultats de convergence
applicables en pratique, on consid�ere des algorithmes de sous-gradient implicite, i.e., w [k] 2
@f(x [k+1] ), conduisant �a l'algorithme du point proximal :

(8k 2 N) x [k+1] = x [k] � 
 k w [k] o�u w [k] 2 @f(x [k+1] ) (2.16)

, (8k 2 N) x [k+1] = prox 
 k f (x [k]) (2.17)

o�u prox 
 k f est l'op�erateur proximal de la fonction 
 k f . Le passage de (2.16) �a (2.17) utilise
la caract�erisation sous-di��erentielle de l'op�erateur proximal rappel�ee �a la Proposition 2.1. La
notion d'op�erateur proximal introduit en [156] est rappel�ee ci-dessous.

D�e�nition 2.2 (Op�erateur proximal [156, Notation 3.b]) . Soit une fonction f 2 � 0(RN ).
L'op�erateur proximal de f en u 2 RN , not�e proxf (u ) est l'unique point qui minimise f +
1
2k � � uk2, i.e.,

proxf : RN ! RN (2.18)

u 7! arg min
x2 RN

1
2

ku � x k2
2 + f (x ); (2.19)

Il est une g�en�eralisation de la projection PC(u ) de u 2 RN sur un ensemble convexe
C � RN , i.e., PC(u ) = prox {C

(u ) o�u {C est la fonction indicatrice sur C.

Exemple 2.2 (Op�erateur proximal de la norme `1 [40]). Soit 
 2 ]0; + 1 [ et une fonction
RN ! R : u 7! 
 kuk1. On a alors, pour tout u = ( un )1� n� N 2 RN , prox
 k�k1

(u ) =
(� n )1� n� N avec

(8n 2 f 1; : : : ; N g); � n =

8
><

>:

un � 
 si un > 
;

0 si un 2 [� 
; 
 ];

un + 
 si un < � 
:

(2.20)
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Figure 2.3 { Algorithme proximal pour minimiser f = j � j . Pour x [0] = � 1:5 et
(
 k )k2 N = 
 = 1.

L'op�erateur prox
 k�k1
correspond �a l'op�erateur de seuillage doux not�e soft
 = sign( �) maxfj �

j � 
; 0g, illustr�e Figure 2.3 (droite, en bleu) pour 
 = 1 .

Exemple 2.3 (Algorithme proximal pour minimiser f = j� j ). Consid�erons le probl�eme visant
�a minimiser la fonction f : x 2 R 7! j xj illustr�ee Figure 2.3 (gauche) en bleu. Le probl�eme de
point �xe de l'algorithme proximal correspondant est repr�esent�e Figure 2.3 (droite) pour la
suite constante(
 k )k2 N = 
 = 1 . Les it�er�ees x [k] pour l'initialisation x [0] = � 1:5 sont quant
�a elles repr�esent�ees en orange. Contrairement �a l'algorithme de sous-gradient, l'algorithme
proximal converge en deux it�erations versbx = 0 pour un pas constant.

La caract�erisation de l'op�erateur proximal �a partir de la sous-di�� erentielle est due �a Mo-
reau [156, Proposition 6.a] et s'�enonce ainsi :

Proposition 2.1 (Caract�erisation sous-di��erentielle de l'op�erateur proximal [ 156, Proposi-
tion 6.a]). Soient une fonction f 2 � 0(RN ) et p 2 RN , alors

p = prox f x , x � p 2 @f(p) , p = ( 1 + @f) � 1(x ) (2.21)

o�u l'application (1 + @f) � 1 est appel�ee r�esolvante de l'op�erateur @f.

2.2 R�esolution du probl�eme `1-TV

Dans cette section, nous d�etaillerons et motiverons les principauxalgorithmes permettant
de r�esoudre le Probl�eme 2.2. Nous avons pris le parti de pr�esenter les algorithmes proximaux
pour leur 
exibilit�e par rapport aux m�ethodes en ligne et car nous le s utiliserons �a plusieurs
reprises dans ce manuscrit comme m�ethodes de r�ef�erence.

D'apr�es la D�e�nition 2.2 de l'op�erateur proximal d'une fonction, le minimiseur bx � de (2.6)
peut se formuler comme suit

bx � = arg min
x 2 RN

1
2

ky � x k2
2 + � kLx k1| {z }

g� L (x )

= prox g� L (y ); (2.22)

de gradient Lipschitz, o�u g = � k � k1 est une fonction convexe non lisse etL est un op�erateur
lin�eaire. De nombreux op�erateurs proximaux poss�edent une forme explicite (voir [40, 49])
dont celui de la norme`1 rappel�e �a l'Exemple 2.2.

Cependant, la di�cult�e provient ici de l'op�erateur lin�eaire L . En e�et, prox g� L poss�ede
une forme explicite siL satisfait la condition faisant l'objet de la proposition suivante
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Proposition 2.2 (Voir [48, Proposition 11]). Soient g 2 � 0(RM ) et L 2 RM � N un op�erateur
lin�eaire. Si

LL � = � 1 o�u � 2 ]0; + 1 [ (2.23)

alors g � L 2 � 0(RN ) et

proxg� L = 1 + � � 1L � � (prox �g � 1) � L: (2.24)

Or, cette condition n'est pas v�eri��ee pour L d�e�ni en (2.3). A�n de pallier cette di�cult�e,
nous allons voir di��erentes m�ethodes d'�eclatement proximales ( � splitting � ) permettant de
converger versbx � . Trois approches sont possibles.

La premi�ere repose sur la formulation du probl�eme dual associ�e �a (2.6) a�n de d�eplacer
L dans le terme di��erentiable. Le probl�eme peut ensuite ensuite être r�esolu �a l'aide d'un
algorithme forward-backward (Section 2.2.1).

La deuxi�eme consiste �a augmenter la dimensionnalit�e du probl�eme en incluant des va-
riables additionnelles. Nous pr�esenterons �a cet e�et l'algorithme de Douglas-Rachford (Sec-
tion 2.2.2) et l'algorithme ADMM (Section 2.2.3).

La troisi�eme cherche �a r�esoudre conjointement le probl�eme pri mal et le probl�eme dual �a
l'aide d'un algorithme primal-dual (Section 2.2.4).

2.2.1 Passage au dual

Une premi�ere strat�egie pour trouver le minimiseur de (2.6) consiste �a r�esoudre son probl�eme
dual au sens de la dualit�e de Fenchel-Moreau-Rockafellar [81, 156, 180] de fa�con �a d�eplacer
l'op�erateur L dans le terme di��erentiable.

En optimisation convexe, �a chaque probl�eme peut être associ�e unprobl�eme dual impli-
quant les fonctions conjugu�ees du probl�eme initial, appel�e par opposition probl�eme primal.
Nous suivrons ici les d�e�nitions du probl�eme primal et du probl�em e dual suivantes :

D�e�nition 2.3 (Conjugu�e de Fenchel [81]). Le conjugu�e de Fenchel d'une fonctionf : RN !
] � 1 ; + 1 ] est la fonction f � : RN ! ] � 1 ; + 1 ] d�e�nie par :

(8u 2 RN ) f � (u ) = sup
v 2 dom f

(hu ; v i � f (v)) (2.25)

o�u domf est le domaine de la fonctionf (voir D�e�nition A.3).

Probl�eme 2.4 (Probl�eme de minimisation composite f + g � L [221]). Soient deux fonctions
f : RN ! ] � 1 ; + 1 ] et g : RM ! ] � 1 ; + 1 ] et une matrice L 2 RM � N . Nous appellerons
probl�eme primal

min
x 2 RN

f (x ) + g(Lx ); (2.26)

et probl�eme dual
� min

u 2 RM
f � (L � u) + g� (� u ); (2.27)

o�u f � et g� sont respectivement les conjugu�es de Fenchel def et g.

Remarque 2.5. Notons que la formulation duale usuelle implique� u �a la place de u
dans (2.27). Nous choisissons cette d�e�nition par soucis de coh�erence avec lesr�esultats obte-
nus en [52] que nous �etendrons au cadre vectoriel au Chapitre 4.

Remarque 2.6 (Voir [81]) . Le conjugu�e de Fenchel d'une fonction di��erentiable est �egalement
appel�e transform�ee de Legendre.
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Proposition 2.3 (Voir [81]) . Le conjugu�e de Fenchel d'une fonction est n�ecessairement
convexe.

En e�et, f � est convexe puisqu'il est d�e�ni en chaque point u comme le supremum d'une
famille de fonction a�nes (donc convexes) enu .

A�n d'obtenir le probl�eme dual associ�e au Probl�eme 2.2, nous avons besoin de connaitre
les fonctions conjugu�ees def = 1

2ky � �k 2
2 et g = � k � k1. Pour se faire, nous pr�esentons les

conjugu�es de Fenchel des deux fonctions suivantes [30, 22] :

Exemple 2.4 (Conjugu�e de la norme `p
p [22, Exemple 13.2]). Soit k � kp une norme `p avec

p 2]1; + 1 [. Le conjugu�e de Fenchel def = 1
pk � kp

p est la fonction f � = 1
p� k � kp�

p� telle que
1
p + 1

p� = 1 .

Exemple 2.5 (Conjugu�e de la norme `p [22, Exemple 13.3]). Soit k � kp une norme `p avec
p � 1 et un param�etre � � 0. Le conjugu�e de Fenchel def = � k � kp est la fonction indicatrice
sur la boule`p� de rayon � telle que 1

p + 1
p� = 1 , i.e.,

(8u 2 RN ) f � (u ) = {k�kp� � � (u ) �

(
0 si kukp� � �;

+ 1 sinon:
(2.28)

Par cons�equent, nous obtenons directement queg� = {k�k1 � � et f � = 1
2ky + �k2

2. Nous pouvons
alors d�e�nir le probl�eme dual associ�e au Probl�eme 2.2.

Probl�eme 2.5 (Probl�eme `1-TV dual) . Soient y 2 RN et � � 0. On appelle probl�eme`1-TV
dual le probl�eme consistant �a trouver

bu � 2 Argmin
u2 RN � 1

1
2

ky + L � uk2
2 + {k:k1 � � (u ): (2.29)

Finalement, le Probl�eme 2.5 consiste �a minimiser la somme de deux fonctions convexes

bu 2 Argmin
u 2 RN � 1

� (u ) +  (u ) (2.30)

o�u � = 1
2ky + L � � k2

2 est d�erivable et de gradient � -Lipschitz avec � = kLk2, o�u k � k est la
norme d'op�erateur d�e�ni par

kLk = sup
u 2 RN ;u 6= 0N

kLuk2

kuk2
; (2.31)

et  = {k:k1 � � est non lisse. Puisque� +  2 � 0(RN � 1) est coercive2, alors (2.30) admet
au moins une solution bu [51, Proposition 3.1]. D'apr�es la r�egle de Fermat, bu est enti�erement
caract�eris�e par

0 2 @(� +  )( bu) = fr � ( bu )g + @ ( bu) (2.32)

, � r � ( bu ) 2 @ ( bu) (2.33)

, ( bu � 
 r � ( bu )) � bu 2 
@ ( bu) (2.34)

, bu = prox 
 ( bu � 
 r � ( bu )) (2.35)

La derni�ere �equation sugg�ere que bu peut-être obtenu comme le point �xe d'une certaine
application impliquant prox 
 et r � = L(L � �+ y ). Lorsque prox
 n'est pas connu, l'identit�e
de Moreau est utile pour calculer l'op�erateur proximal d'une fonction �a partir de celui de son
conjugu�e, et inversement.

2. La d�e�nition de la coercivit�e est rappel�ee en Annexe A.
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Proposition 2.4 (Identit�e de Moreau [156, Proposition 6.c]). Soient � � 0, f : RN !
] � 1 ; + 1 ] et f � son conjugu�e de Fenchel, alors

(8u 2 RN ) u = prox � f � (u ) + � proxf=� (u=� ) (2.36)

Dans notre cas o�u  = g� = {k:k1 � � avec g = � k � k1, nous obtenons ainsi que prox
 =
� � 
 soft�=
 (�=
 ).

Le Probl�eme 2.2 (`1-TV) peut être r�esolu par l'algorithme forward-backward qui combine
une �etape explicite (descente de gradient) et une �etape implicite (it�eration proximale) [47, 51].
Les it�erations sont pr�esent�ees par l'Algorithme 1.

Algorithme 1 R�esolution du Probl�eme 2.2 ( `1-TV) bas�ee sur l'algorithme forward-backward

Entr�ee : Param�etres � = kLk2 et � 2 ]0; min(1; 1=� )].
1: Pour k=0,1,. . . faire
2: 
 k 2 [�; 2=� � � ]
3: � k 2 [�; 1]
4: u [k+ 1

2 ] = u [k ] � 
 k L(L � u [k ] + y)
5: u [k+1] = u [k ] + � k (u [k+ 1

2 ] � 
 k soft�=
 k (u [k+ 1
2 ]=
 k ) � u [k ])

Sortie : bx � = y + L � bu � avec bu � = lim k ! + 1 u [k ].

Sous certaines conditions �enonc�ees dans le th�eor�eme de Fenchel-Rockafellar, et reprises
dans le lemme suivant, la borne inf�erieure du probl�eme primal est �egale au minimum du
probl�eme dual. On dit alors que le saut de dualit�e est nul.

Lemme 2.1 (Formule de dualit�e de Fenchel-Rockafellar [221, Corollaire 2.8.5]). Soient deux
fonctions f 2 � 0(RN ), g 2 � 0(RM ) et L 2 RM � N tel que0 2 sri (L (dom f ) � domg) 3. On a
alors

inf
x 2 RN

f (x ) + g(Lx ) = � min
u2 RM

f � (L � u) + g� (� u ): (2.37)

De plus, bx 2 RN est un minimiseur de f + g � L si et seulement si il existebu 2 RM tel que
L � bu 2 @f( bx ) et � bu 2 @g(L bx ).

Cette condition a l'avantage de pouvoir nous permettre de calculer la solution bx � du Probl�eme 2.2
(primal) �a partir de la solution bu � du Probl�eme 2.5 (dual) :

bx � = y + L � bu � : (2.38)

2.2.2 Augmentation de la dimensionnalit�e

Une autre strat�egie consiste �a introduire une variable auxiliaire z assujettie �a la contrainte
z = Lx . Par cons�equent, si nous d�e�nissons un nouvel op�erateur lin�eair e A = [ L; � 1N � 1] 2
R(N � 1)� (2N � 1) , la contrainte z = Lx peut se r�e�ecrire ( x ; z) 2 KerA et être introduite dans
le probl�eme variationnel comme suit :

min
(x ;z )2 RN � RN � 1

1
2

ky � x k2
2

| {z }
f (x )

+ � kzk1
| {z }

g(z )

+ {Ker A (x ; z)
| {z }

 (x ;z )

(2.39)

3. La d�e�nition de l'int�erieur relatif fort (sri) d'un ensemble est rappel�e dans l'Annexe A
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Cette r�e�ecriture du probl�eme `1-TV peut alors s'interpr�eter comme un probl�eme de mini-
misation de la somme de deux fonctions� = f + g et  d�ependant chacune de deux variables,
i.e.,

min
(x ;z )2 RN � RN � 1

� (x ; z) +  (x ; z) (2.40)

o�u � (x ; z) = f (x ) + g(z) est une fonction s�eparable enx et z. Les op�erateurs proximaux
associ�es �a � et  poss�edent une forme explicite connue [49]. En e�et, pour
 > 0,

prox
� (x ; z) =
�
prox
f (x ); prox
g (z)

�
=

�
x + 
 y
1 + 


; soft
� (z)
�

; (2.41)

prox
 (x ; z) = ( x ; z) � A � (AA � ) � 1A(x ; z): (2.42)

Dans cette situation, l'algorithme de Douglas-Rachford permet de converger vers la solu-
tion ( bx ; bz) de (2.39) en utilisant alternativement prox 
� et prox
 . Les it�erations correspon-
dantes pour r�esoudre le Probl�eme 2.2 (̀ 1-TV) sont pr�esent�ees dans l'Algorithme 2.

Algorithme 2 R�esolution du Probl�eme 2.2 ( `1-TV) bas�ee sur l'algorithme de Douglas-
Rachford
Entr�ee : Param�etres � 2]0; 1[ et 
 > 0.
1: Pour k=0,1,. . . faire
2: � k 2 [�; 2 � � ]
3: (x [k+ 1

2 ]; z [k+ 1
2 ]) = ( x [k ]; z [k ]) � A � (AA � ) � 1A(x [k ]; z [k ])

4:

�
x [k+1]

z [k+1]

�
=

�
x [k ]

z [k ]

�
+ � k

�
(1 + 
 ) � 1(2x [k ] � x [k+ 1

2 ] + 
 y ) � x [k ]

soft
� (2z [k ] � z [k+ 1
2 ]) � z [k ]

�

Sortie : bx � = lim k ! + 1 x [k ]

Contrairement �a l'algorithme forward-backward, l'algorithme de Douglas- Rachford est
adapt�e au cas o�u les deux fonctions �a minimiser sont non lisses. L'algorithme de Douglas-
Rachford a originellement �et�e introduit en [74] pour r�esoudre num �eriquement le probl�eme
de conduction de la chaleur �a 2 et 3 dimensions. Plus r�ecemment,des am�eliorations et des
r�esultats g�en�eraux sur la convergence de l'algorithme de Douglas-Rachford ont �et�e d�evelopp�es
dans [78, 48, 47].

2.2.3 Lagrangien augment�e

Les m�ethodes de directions altern�ees des multiplicateurs, commun�ement appel�ees ADMM,
sont une classe d'algorithmes permettant de r�esoudre des probl�emes de minimisation sous
contraintes. Elles reposent sur la d�ecomposition du probl�eme de minimisation en plusieurs
probl�emes s�eparables et sur une adaptation de la m�ethode des multiplicateurs de Lagrange
[209, 29]. Dans cette section, nous pr�esenterons comment r�esoudre le probl�eme `1-TV via un
algorithme ADMM [29, 209, 193].

Le probl�eme formul�e en (2.39) peut être r�e�ecrit de mani�ere �eq uivalente

min
x 2 RN ;z2 RN � 1 ;r 2 RN ;s2 RN � 1

f (x ) + g(z) + {Ker A (r ; s) sujet �a

(
r = x ;

s = z:
(2.43)

o�u cette fois-ci le crit�ere �a minimiser est la somme de 3 fonctions qui d�ependent chacune de
variables di��erentes.
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Le Lagrangien augment�e associ�e �a (2.43) est la somme du Lagrangien du probl�emenon
contraint et d'un terme de p�enalisation quadratique suppl�ementai re. Si nous introduisons des
variables duales ~u et ~t respectivement associ�ees aux contraintesr = x et s = z, celui-ci
s'�ecrit

L (x ; z; r ; s; ~u ;~t ) = f (x ) + g(z) + {Ker A (r ; s) + ~u > (x � r ) + ~t
>

(z � s)

+
�
2

kx � r k2 +
�
2

kz � sk2

| {z }
p�enalisation

(2.44)

o�u � > 0 est un param�etre de p�enalisation �x�e. Si l'on fait intervenir le s variables duales
mises �a l'�echelle u = ~u=� et t = ~t=� alors (2.44) peut-être r�e�ecrit sous la forme

L(x ; z; r ; s; u ; t ) = f (x ) +
�
2

kx � r + uk2 �
�
2

kuk2

+ g(z) +
�
2

kz � s + t k2 �
�
2

kt k2 (2.45)

+ {Ker A (r ; s):

Finalement, le probl�eme consiste �a r�esoudre

max
(u 2 RN ;t 2 RN )

inf
(x 2 RN ;z2 RN � 1 ;r 2 RN ;s2 RN � 1 )

L (x ; z; r ; s; u ; t ): (2.46)

A chaque it�eration, le Lagrangien augment�e est minimis�e en alternant l a minimisation
par rapport �a x (Algorithme 3, �etape 3), z (Algorithme 3, �etape 4), r et s (Algorithme 3,
�etape 6).

Les variables dualesu et t sont quant �a elle obtenues par ascension de gradient (Algo-
rithme 3, �etapes 8 et 9).

Algorithme 3 R�esolution du Probl�eme 2.2 ( `1-TV) bas�ee sur l'algorithme ADMM

Entr�ee : Param�etre � > 0.
1: Pour k=1,. . . faire
2: Mise �a jour des variables primales :

3: x [k+1] = argmin x 2 RN f (x ) + �
2 kx � r [k ] + u [k ]k2

2 = y + � (z [ k ] � u [ k ] )
1+ �

4: z [k+1] = argmin z 2 RN � 1 g(z) + �
2 kz � s[k ] + t [k ]k2

2 = soft �=� (s[k ] � t [k ])
5: Projection sur l'ensemble des contraintes :
6:

�
r [k+1] ; s[k+1]

�
= PKer A

�
x [k+1] + u [k ]; z [k+1] + t [k ]

�

7: Mise �a jour des variables duales :
8: u [k+1] = u [k ] + ( x [k+1] � r [k+1] )
9: t [k+1] = t [k ] + ( z [k+1] � s[k+1] )

Sortie : ( bx � ; bu � ) = lim k ! + 1 (x [k ]; u [k ])

2.2.4 Algorithme primal-dual

Une troisi�eme m�ethode consiste �a combiner une minimisation dans l'espace primal et
l'espace dual. A partir de la D�e�nition 2.3 du conjugu�e de Fenchel, nous pouvons remarquer
qu'il est �egalement possible d'exprimer

g(Lx ) = sup
u 2 RN � 1

hu j Lx i � g� (u ): (2.47)
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Par cons�equent, les probl�emes primal et dual �enonc�es dans le Probl�eme 2.4 peuvent être
combin�es en un seul probl�eme

min
x 2 RN

sup
u 2 RN � 1

~L(x ; u ) o�u ~L (x ; u ) = hLx j u i + f (x ) � g� (u ); (2.48)

appel�e probl�eme primal-dual. Ainsi, pour f = 1
2ky � �k 2

2 et g� = {k�k1 � � nous obtenons le
probl�eme `1-TV primal dual suivant

Probl�eme 2.6 (Probl�eme `1-TV primal-dual) . Soient y 2 RN et � � 0. On appelle probl�eme
`1-TV primal-dual le probl�eme consistant �a trouver

( bx � ; bu � ) = arg min
x 2 RN

sup
u 2 RN � 1

(Lx )> u +
1
2

ky � x k2
2 � {k�k1 � � (u ): (2.49)

La nouvelle formulation (2.48) montre que la solution (bx ; bu) est le point scelle du Lagran-
gien ~L , i.e., 0 2 @~L( bx ; bu). A�n de mettre au point un algorithme proximal, il est important
de remarquer que pour� > 0 et � > 0,

0 2 @~L( bx ; bu) ,

(
0 2 f L � bug + @f( bx )

0 2 f L bx g � @g� ( bu)
(2.50)

,

(
� L � bu 2 @f( bx )

L bx 2 @g?( bu)
(2.51)

,

(
( bx � �L � bu) � bx 2 �@f( bx )

( bu + �L bx ) � bu 2 �@g� ( bu)
(2.52)

,

(
bx = prox � f ( bx � �L � bu)

bu = prox �g � ( bu + �L bx )
(2.53)

A partir de la derni�ere �equation, il apparâ�t que bx (resp. bu) est le point �xe d'une application
d�ependant de bu (resp. bx ). Une strat�egie pour obtenir ( bx ; bu) consiste �a alterner des �etapes de
descente proximale comme �enonc�e dans l'Algorithme 4 suivant [38, 53].

Algorithme 4 R�esolution du Probl�eme 2.2 ( `1-TV) bas�ee sur l'algorithme primal-dual

Entr�ee : Param�etres 0 � � � 1, � et � tels que � � kLk2
2 < 1.

1: Pour k=0,1,. . . faire
2: x [k+1] = 1

1+ �

�
x [k ] � �L � (u [k ]) + � y

�

3: u [k+1] = ( u [k ] + �L (~x [k ]) � 
 soft�=
 ((u [k ] + �L (~x [k ])=
 )
4: ~x [k+1] = x [k+1] + � (x [k+1] � x [k ])

Sortie : ( bx � ; bu � ) = lim k ! + 1 (x [k ]; u [k ])

2.2.5 Comparaison des algorithmes

Dans cette section, nous comparons les performances des quatre algorithmes pr�esent�es
pr�ec�edemment pour r�esoudre le Probl�eme 2.2.

2.2.5.1 Choix des param�etres des algorithmes

Jusqu'�a pr�esent, nous n'avons pas pr�ecis�e comment choisir les param�etres des algorithmes
`1-TV a�n d'obtenir la meilleure vitesse de convergence. Par souci desimplicit�e, nous nous
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Figure 2.4 { Algorithme forward-backward. In
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Figure 2.5 { Algorithme Douglas-Rachford. In
uence des param�etres � et 
 . Param�etres
optimaux � = 1 :99 et 
 = 0 :01.

restreignons �a des param�etres constants au �l des it�erations et nous d�eciderons qu'un algo-
rithme a su�samment converg�e lorsque kx [k] � x [1 ]k2=kx [1 ]k2 � 10� 4, o�u x [1 ] est obtenu
en pratique pour 108 it�erations.

Les r�esultats qui suivent sont obtenus pour une même r�ealisationy 2 RN (N = 103) et
pour � = 20. Des r�esultats similaires ont �et�e observ�es pour di��erents � et di��erents rapports
signal sur bruit.

Consid�erons l'Algorithme 1 forward-backward et les suites constantes� k � � et 
 k � 

assujetties respectivement �a� 2 [�; 1] et 
 2 [�; 2=� � � ] o�u � 2 ]0; min(1; 1=� )] et � = kLk = 2.
L'impact des param�etres � et 
 sur la vitesse de convergence de l'algorithme est illustr�e
Figure 2.4. A 
 �x�e, la Figure 2.4 (gauche) montre que le choix � = 0 :5 permet au crit�ere de
converger plus rapidement. De même, pour� = 0 :5 �x�e, la Figure 2.4 (droite) montre que

 = 0 :99 (i.e., 
 ! 1) permet de stabiliser le crit�ere en moins d'it�erations. Dans la suite nous
choisirons donc� = 0 :5 et 
 = 0 :99.

L'algorithme 2 Douglas-Rachford d�epend des param�etres� 2 [�; 2� � ] et 
 > 0 o�u � 2 ]0; 1[.
L'in
uence du param�etre � est �etudi�e Figure 2.5 (gauche) �a 
 �x�e, et montre que le choix
� = 1 :99 (i.e., � ! 2) permet de converger plus rapidement. Di��erentes gammes de
 sont
examin�ees Figure 2.5 (droite). Nous trouvons que les param�etres optimaux sont � = 1 :99 et

 = 0 :01.

L'algorithme 3 ADMM d�epend quant �a lui seulement du param�etre � . Di��erentes gammes
sont �etudi�ees Figure 2.6 et les r�esultats montrent que le choix optimal est � = 100.
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Figure 2.6 { Algorithme ADMM. In
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Figure 2.7 { Algorithme Primal-Dual. In
uence des param�etres ~� = �=kLk2 et ~� =
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L'algorithme 4 Primal-Dual d�epend de trois param�etres � , � et � v�eri�ant 0 � � � 1 et
� � kLk2

2 < 1. Notons ~� = � kLk2 et ~� = � kLk2. Nous choisissons� = 0. L'impact du produit
~� ~� < 1 est illustr�e Figure 2.7 (gauche) et montre que ~� ~� = 0 :99 (i.e., ~� ~� ! 1) permet
au crit�ere de converger plus rapidement. Le rapport entre ~� et ~� est quant �a lui examin�e
Figure 2.7 (droite) et les valeurs optimales retenues sont ~� = 0 :099 et ~� = 100.

2.2.5.2 Coût de calcul

Le temps d'ex�ecution de chaque algorithme est repr�esent�e Figure2.8 (gauche) en fonction
de � . On remarque que le temps de calcul de chaque algorithme d�epend peude � except�e
l'algorithme forward-backward dont le temps d'ex�ecution crô�t notab lement avec � . Pour
� = 20, les crit�eres correspondants sont repr�esent�es Figure 2.8 (droite) en fonction du nombre
d'it�erations.

Les temps de calcul sont �egalement compar�es Figure 2.9 en fonction de lataille N de
l'observation pour � = 10 (gauche) et � = 100 (droite). On observe que le temps de calcul crô�t
de la même mani�ere en fonction deN , quel que soit l'algorithme. Globalement, l'algorithme
Douglas-Rachford et l'algorithme ADMM sont les plus rapides. Des r�esultats identiques sont
obtenus pour di��erents rapport signal sur bruit.

2.3 Evaluation des performances d'estimation

Soit une observationy = x + b 2 RN d'un signal constant par morceauxx 2 RN corrompu
par un bruit additif gaussien b 2 RN . Nous avons vu que la solutionbx � du Probl�eme 2.1 (resp.
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bx � du Probl�eme 2.2) est constante par morceaux et par cons�equent fournit une estimation
de x pour un choix de � (resp. � ) donn�e. Notons bx l'une de ces solutions.

A�n de quanti�er la qualit�e de l'estimateur bx de x , nous pouvons par exemple comparer
le nombre de segments debx et x . Cependant, nous avons vu que cela ne constitue pas un
bon crit�ere de performance �a cause de l'e�et d'escalier (voir Remarque 2.3).

Une seconde id�ee consiste �a mesurer l'erreur quadratique moyenne relative entre bx et x ,
i.e.,

MSEr( bx ; x ) =
kbx � x k2

kx k2 : (2.54)

Cependant, cette mesure ne permet pas de mesurer si les positionsdes discontinuit�es de x
ont �et�e correctement estim�ees.

Une troisi�eme id�ee consiste donc �a consid�erer non pasbx et x mais leur vecteur d'indica-
trices des discontinuit�es br et r d�e�nis comme suit :

D�e�nition 2.4 (Indicatrice des discontinuit�es) . Soit un x 2 RN un signal constant par
morceaux. Alors on d�e�nit le vecteur d'indicatrices des discontinuit�es r 2 RN � 1 comme suit :

(8n 2 f 1; : : : ; N � 1g) rn =

(
1, si xn 6= xn+1 ;

0, sinon.
(2.55)

D�es lors, la premi�ere mesure qui nous viendrait �a l'esprit est la suivante

S(br ; r ) =
kbr � r k0

kr k0
: (2.56)
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n = 1 2 3 4 5 J (� ; �)
� n 1 0 0 0 1 1

� (1)
n 1 0 0 0 0 1/2

� (2)
n 1 1 0 0 0 1/3

� (3)
n 1 1 0 0 1 2/3

� (4)
n 1 1 0 1 1 1/2

Table 2.1 { Valeurs typiques de l'indice de Jaccard.

CependantS est une mesure tr�es s�ev�ere qui ne permet de prendre ne compte que les estim�ees
parfaitement localis�ees. Mais en pratique, si les discontinuit�es debx sont localis�ees proches de
celles der , alors bx est un estimateur satisfaisant dans une certaine mesure.

Dans la section suivante, nous montrons comment utiliser l'indice de Jaccard pond�er�e a�n
de mesurer la similarit�e entre r et br .

2.3.1 Rappels sur l'indice de Jaccard

L'indice de Jaccard a �et�e introduit pour la premi�ere fois dans [110] pour mesurer la
similarit�e entre deux ensembles. Il est d�e�ni comme suit :

D�e�nition 2.5 (Indice de Jaccard [110]). Soient deux ensembles� et � . Alors l'indice de
Jaccard entre � et � vaut

J (� ; � ) =
Card(� \ � )
Card(� [ � )

; (2.57)

o�u Card d�esigne l'op�erateur de cardinalit�e. J (� ; � ) varie entre 0, lorsque � \ � = ; , et 1,
lorsque � = �

L'indice de Jaccard associ�e �a 4 di��erents exemples est report�e dans la Table 2.1. Nous re-
marquons que l'indice de Jaccard est un score tr�es s�ev�ere. En particulier, si � a correctement
identi��e la moiti�e des valeurs non nulles de � et mal identi��e l'autre moiti�e (voir cas � (2) ),
alors J (� ; � ) = 1 =3.

R�ecemment, l'indice de Jaccard a connu un regain d'int�erêt au sein de la communaut�e de
traitement de graphes a�n de mesurer la similarit�e entre deux noeuds � et � d'un graphe.
En particulier, une extension de l'indice de Jaccard a �et�e propos�e dans [100] a�n de mesurer
la similarit�e entre deux noeuds d'un graphe pond�er�e :

D�e�nition 2.6 (Indice de Jaccard entre deux noeuds d'un graphe pond�er�e [100]). Soient
deux noeuds� 2 V et � 2 V d'un graphe pond�er�e G = ( V; E) dont l'ensemble des noeuds et
des arêtes sont respectivement not�esV et E. Alors l'indice de Jaccard entre � et � vaut :

Jw(� ; � ) =
N (� ; � )
D (� ; � )

(2.58)

o�u N (� ; � ) repr�esente le poids total des arêtesw 2 E reliant des noeuds
 2 V communs �a
� et � , i.e.,

N (� ; � ) = 2 w� ;� +
X


 2V

 � �

 � �

min(w� ;
 ; w� ;
 ); (2.59)
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� (br )

1 2 3 654

� (r )

Figure 2.10 { Exemple de graphe tripartite. Une arête est cr�e�ee entre chaque noeud
n et � (r ) (resp. � ( br ) ) si r n > 0 (resp. brn > 0). Dans cet exemple,r = (1 ; 0; 1; 0; 1; 0)> et
br = (0 ; 1; 1; 0; 1; 0)> .

et o�u D(� ; � ) repr�esente le poids total des arêtes reliant tous les noeuds voisins de � et � ,
i.e.,

D (� ; � ) = 2 w� ;� +
X


 2V

 � �

 � �

w� ;
 + w� ;


2
+

X


 2V

 � �

 � �

w� ;
 +
X


 2V

 � �

 � �

w� ;
 : (2.60)

2.3.2 Application �a la d�etection de discontinuit�e

Mesurer la similarit�e entre les vecteurs d'indicatrices r 2 RN � 1 et br 2 RN � 1 peut être
interpr�et�e comme mesurer la similarit�e entre deux noeuds d'un graphe tripartite G = ( V; E).
Nous pr�esentons comment construire ce graphe illustr�e par la Figure2.10.

Ensemble des noeuds V. Le graphe est form�e deN + 1 noeuds compos�es des (N � 1) pas
de temps et des deux noeuds� (r ) et � ( br ) dont nous cherchons �a mesurer la similarit�e.

Ensemble des arêtes E. Pour chaque indicen 2 f 1; : : : ; N � 1g une arête de poidsr n

(resp. brn ) est cr�e�ee entre les noeudsn et � (r ) (resp. � ( br ) ), i.e.,

w� ( r ) ;n = r n

�
resp.w� ( br ) ;n = brn

�
: (2.61)

Etant donn�e qu'il n'existe aucune arête reliant � (r ) et � ( br ) , l'indice de Jaccard pond�er�e
(d�e�ni en (2.58)) entre les noeuds � (r ) et � ( br ) peut se r�e�ecrire comme suit :

D�e�nition 2.7 (Indice de Jaccard entrer et br ). Soient r 2 RN � 1
+ et br 2 RN � 1

+ deux vecteurs
�a valeurs non n�egatives. Soient les deux noeuds� (r ) et � ( br ) du graphe pond�er�e tripartite
G = ( V; E) d�e�ni pr�ec�edemment. Alors l'indice de Jaccard entre � (r ) et � ( br ) vaut :

Jw(� (r ) ; � ( br ) ) =

P
1� n� N � 1 min(r n ; brn )

P
1� n� N � 1

r n > 0
br n > 0

r n + br n
2 +

P
1� n� N � 1

br n =0
r n +

P
1� n� N � 1

r n =0
brn

: (2.62)

De même, nous d�e�nissons l'erreur de Jaccard : Jerror (� (r ) ; � ( br ) ) = 1 � Jw(� (r ) ; � ( br ) ).

Remarque 2.7. Dans la suite ce manuscrit, nous simpli�erons la notation de l'indice de
Jaccard comme suit :

Jw(r ; br ) = Jw(� (r ) ; � ( br ) ): (2.63)
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Figure 2.11 { Exemples d'estim�ees constantes par morceaux . Haut : Exemples d'es-
tim�ees constantes par morceauxbx (1) et bx (2) de x . Bas : indicatrices des discontinuit�es cor-
respondantes convolu�ees avec un �ltre passe-bas gaussien �a supportcompact G d'�ecart type
3 et de taille 15 points.

A�n de prendre en compte mais p�enaliser les discontinuit�es de bx proches de celles dex ,
nous proposons de mesurer la similarit�e non pas entrer 2 f 0; 1gN � 1 et br 2 f 0; 1gN � 1, mais
entre G(r ) 2 RN � 1

+ et G(br ) 2 RN � 1
+ o�u G mod�elise un �ltre passe-bas gaussien �a support

compact. Le choix du support et de l'�ecart-type de G est discut�e dans la section suivante.

2.3.3 Choix du �ltre passe-bas gaussien

Consid�erons l'exemple illustr�e par la Figure 2.11 (haut gauche) o�u bx (1) (rouge) est une
estim�ee d'un signal constant par morceauxx (noir) qui a mal localis�e la seule discontinuit�e de
x d'une distanced(1) = 10. Par cons�equent, J (r ; br (1) ) = 0. A�n de quanti�er cette impr�ecision
autrement que par 0, nous consid�eronsG(br (1) ) et G(r ) rapport�es Figure 2.11 (bas gauche) pour
G de support K = 15 et d'�ecart type � = 4. Pour de telles valeurs,Jw(G(r ); G(br (1) )) = 0 :09.

Une seconde estim�eebx (2) (bleu) est �egalement consid�er�ee et illustr�ee par la Figure 2.11
(haut droite). Elle contient deux discontinuit�es respectivement localis�es �a distance d(2)

1 = 5

et d(2)
2 = 5 de la v�eritable discontinuit�e. Nous noterons d(2) = d(2)

1 + d(2)
2 . Cet exemple est

motiv�e par l'e�et d'escalier des solutions du Probl�eme 2.2 (voir Re marque 2.3). Pour un �ltre
G identique et pour d(1) = d(2) = d, on obtient Jw(G(r ); G(br (2) )) = 0 :56.

Cependant, en pratique, on peut pr�ef�erer la solution bx (1) �a bx (2) puisqu'elle est compos�ee
d'une seule discontinuit�e. Dans la suite, nous examinons commentchoisir K et � a�n de
favoriser bx (1) ou bx (2) .

Les quantit�es J1 = Jw(G(r ); G(br (1) )) et J2 = Jw(G(r ); G(br (2) )) sont rapport�ees dans la
Figure 2.12 en fonction deK=d et �=K . Comme attendu, J1 n'augmente pas selonK=d et
�=K . Toutefois, la discussion est plus subtile pourJ2. En e�et, en pr�esence de discontinuit�es
proches l'une de l'autre, tel que mod�elis�e par br (2) , et pour K et � assez grands,j(G(br (2) ))n �
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Figure 2.12 { Indice de Jaccard pond�er�e. J1 (gauche) et J2 (droite).
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Figure 2.13 { Impact du �ltre passe-bas G sur deux discontinuit�es proches l'une
de l'autre. Le �ltre passe-bas est gaussien �a support compact de tailleK = 50 et d'�ecart
type � = 4 (gauche) et � = 6 (droite).

(G(r ))n j � 0 pour certains indicesn �a cause de la convolution. La même conclusion est
obtenue K et � su�samment faibles puisque d(2)

1 > 0 et d(2)
2 > 0. De plus, nous rappelons

que d'apr�es la D�e�nition 2.7, plus � n 6= � n pour tout n, plus J (� ; � ) est proche de 0. Il s'en
suit que J2 atteint sa plus grande valeur pour des r�egions interm�ediaires (K=d,�=K ). Par
souci d'illustration, deux con�gurations sont rapport�ees par la Figure 2.13 pour K �x�e et �
faible (gauche) et � grand (droite).

Le diagramme de phase indiquant les r�egions o�uJ1 > J 2 est illustr�e par la Figure 2.14
(gauche). Il est int�eressant de remarquer qu'une condition n�ecessaire pour avoirJ1 > J 2 est
de choisir K au moins 4 fois sup�erieur �a la distance d.

Pour �nir, nous relâchons d(1) = d(2) et examinons comment varie la fronti�ere du dia-
gramme de phase en fonction ded(1) � d(2) . En pratique, d(2) = 10 et d = d(1) varie de 5 �a
15. Les r�esultats correspondants sont rapport�es par la Figure 2.14 (droite), et fournissent �a
l'utilisateur une fa�con de choisir � et K selon la con�guration qu'il souhaite privil�egier.

2.4 Extension bidimensionnelle

Dans cette section, nous nous int�eressons �a la d�etection des discontinuit�es dans les images
monovalu�ees. En d'autre termes, nous chercherons �a partitionnerune image en r�egions o�u
l'intensit�e moyenne peut être consid�er�ee constante.

Dans la suite, nous consid�erons l'observation bidimensionnelle not�ee y 2 Rj 
 j , o�u 
 =
f 1; : : : ; Nhg � f 1; : : : ; Nvg.
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Figure 2.14 { Diagramme de phase. Comparaison entreJ1 et J2 pour di��erentes valeurs
de K =d et �=K ..

2.4.1 Probl�eme non convexe `0-TV 2D

Le probl�eme consistant �a �etiqueter une image y 2 Rj 
 j en partition distinctes 
 =
S + 1

q=1 
 q

ayant chacune pour valeur moyennevq, peut être formul�e via le probl�eme suivant :

Probl�eme 2.7 (Probl�eme `0-TV 2D) . Soit une imagey 2 Rj 
 j , alors le probl�eme `0-TV 2D
consiste �a trouver x constant par morceaux, i.e., x =

P + 1
q=1 vqi 
 q avec comme convention

vq � vq+1 , tel que

bx 2 Argmin
x =

P + 1
q=1 vq i 
 q 2 Rj 
 j

1
2

+ 1X

q=1

i >

 q

(y � vq)2+ � jCj sujet �a

( S + 1
q=1 
 q = 
 ;

(8q 6= p); 
 q \ 
 p = ; ;

(2.64)

o�u C = 

� T S + 1

q=1 @
 q

�
est l'ensemble des contours du partitionnement
 =

S 1
q=1 
 q d�e�ni

par les vecteurs d'indicatrices

(8q � 1) (8` 2 
) i 
 q ;` =

(
1 si ` 2 
 q;

0 sinon.
(2.65)

Remarque 2.8. Le Probl�eme 2.7 est couramment appel�e probl�eme de Potts et probl�emede
Mumford-Shah constant par morceaux dans le cadre continu.

Remarque 2.9. Si y peut être d�ecrit par Q lignes de niveau, alors pour toutq � Q + 1 ,
vq = + 1 et i 
 q = 0 
 .

Le crit�ere pr�esent dans (2.64) est compos�e de la somme d'un terme d'attache aux donn�ees
quanti�ant l'appartenance de chaque pixel ` �a une ligne de niveau 
 q et d'un terme de
p�enalisation

jCj =
1
2

+ 1X

q=1

j@
 qj =
1
2

+ 1X

q=1

Per(
 q) (2.66)

imposant aux partitions 
 q d'avoir un p�erim�etre Per(
 q) minimal. Les contraintes assurent
que les di��erentes partitions ne se chevauchent pas. L'hyperparam�etre � permet de relativiser
la contribution de ces deux termes. Choisir� �elev�e permet de favoriser la formation d'un petit
nombre de large r�egions 
 q.
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Remarque 2.10. Le Probl�eme 2.7 est une g�en�eralisation mutlidimensionnelle du Probl�eme 2.1.
En e�et, nous pouvons consid�erer en premi�ere approximation que [133, 168]

Per(
 q) � TV (i 
 q ); (2.67)

o�u TV d�esigne la variation totale bidimensionnelle d�e�nie par

TV( i 
 q ) =
j 
 jX

`=1

q
(Dh i 
 q )2

` + ( Dv i 
 q )2
` =

j 
 jX

`=1

k(Di 
 q )`k2; (2.68)

o�u Dh (resp. Dv ) est l'op�erateur discret de premi�eres di��erences dans la direction ho rizontale
(resp. verticale) et D = [ Dh; Dv ].

Remarque 2.11. La TV d�e�nie en (2.68) est largement utilis�ee et donne dans la pratique des
r�esultats satisfaisants, mais elle sou�re de plusieurs d�efauts : elle n'est pas rigoureusement
isotropique et elle a tendance �a lisser les contours. Le lecteur est invit�e �a se r�ef�erer �a [54]
pour une nouvelle d�e�nition de la TV isotropique pour les images discr�etes.

Cependant, le Probl�eme 2.7 est NP di�cile et ne peut pas être r�esolu de mani�ere exacte.
A�n de contourner cette limitation, des solutions approch�ees reposant sur l'utilisation d'al-
gorithmes de � graph-cut � ont �et�e propos�ees [79, 17]. Une partie de la litt�erature s'est
�egalement int�eress�ee �a la r�esolution exacte de deux probl�em es approch�es que nous d�etaillerons
dans la suite : le premier �etant une relaxation convexe du Probl�eme2.7 (voir Section 2.4.2)
et le second �etant un probl�eme plus simple o�u le nombre de r�egions Q est suppos�e connua
priori (voir Section 2.4.3).

2.4.2 Probl�eme convexe `1-TV 2D

Une relaxation convexe du Probl�eme 2.7 consiste �a estimerbx comme suit :

Probl�eme 2.8 (Probl�eme `1-TV bidimensionnel). Soient y 2 Rj 
 j et � � 0. On appelle
probl�eme `1-TV bidimensionnel le probl�eme consistant �a trouver

bx � = arg min
x 2 Rj 
 j

1
2

ky � x k2 + � TV( x ); (2.69)

o�u la TV bidimensionnelle est d�e�nie en (2.68).

Le Probl�eme 2.8 apparâ�t donc comme une extension bidimensionnelledu Probl�eme 2.2
o�u la seule di��erence notable r�eside dans le fait que la variation totale a �et�e remplac�ee par son
homologue bidimensionnel. Par cons�equent, les algorithmes proximauxd�ecrits �a la Section 2.2
peuvent �egalement être employ�es pour r�esoudre le Probl�eme 2.8 (cf., e.g., [35, 23, 150]).

2.4.3 Probl�eme convexe `0-TV 2D �a Q niveaux

A�n de simpli�er le Probl�eme 2.7, nous pouvons �egalement supposer quele nombre de
partitions Q et les valeurs des niveaux (v1; : : : ; vQ) sont connusa priori . Ainsi, le Probl�eme 2.7
se r�eduit au Probl�eme de `0-TV �a Q niveaux suivant

Probl�eme 2.9 (Probl�eme `0-TV 2D �a Q niveaux). Soit une imagey 2 Rj 
 j et un ensemble
de valeurs moyennes(vq)1� q� Q avec comme conventionvq � vq+1 . Alors le Probl�eme `0-TV
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(1; 0; 0)> (0; 1; 0)>

(0; 0; 1)>

1 2

3 (1; 1; 1; 0)>

(1; 0; 0; 0)> (1; 1; 0; 0)>

(a) i 
 = ( i 
 1 ; : : : ; i 
 Q ) (b) u (c) � = ( � 1 ; : : : ; � Q +1 )

Figure 2.15 { Illustration des trois variables d'�etiquetage. Dans cet exemple, lesQ = 3
r�egions peuvent être �etiquet�ees soit �a partir de i 
 (a), u (b) ou � (c).

�a Q niveaux consiste �a trouver

(bi 
 1 ; : : : ;bi 
 Q ) = arg min
(i 
 1 ;:::; i 
 Q )> 2f 0;1gQ �j 
 j

QX

q=1

i >

 q

(y � vq)2 + �
QX

q=1

TV (i 
 q )

sujet �a
QX

q=1

i 
 q = 1
 (2.70)

Un exemple de vecteuri 
 est illustr�e Figure 2.15(a) pour Q = 3 r�egions, i.e., i 
 vaut (1; 0; 0)
dans la premi�ere r�egion, (0; 1; 0) dans la deuxi�eme et (0; 0; 1) dans la troisi�eme.

Bien que le crit�ere dans (2.70) soit convexe eni 
 , le Probl�eme reste non-convexe du �a
la contrainte et au caract�ere binaire de i 
 . A�n de convexi�er la contrainte, il a �et�e propos�e
(cf. [39, 206] pour Q = 2 et [168] pour Q � 2) d'augmenter la dimension du probl�eme en
rempla�cant la minimisation sur i 
 2 f 0; 1gQ�j 
 j par � 2 f 0; 1g(Q+1) �j 
 j . La bijection entre
ces deux probl�emes, illustr�ee par la Figure 2.15, peut être interpr�et�ee via par l'interm�edaire
de l'�etiquette u :

D�e�nition 2.8 (Etiquette u). Soit le vecteur d'indicatrices (i 
 1 ; : : : ; i 
 Q )> 2 f 0; 1gQ�j 
 j

caract�erisant le partionnement en Q r�egions (
 1; : : : ; 
 Q) tels que
S Q

q=1 
 q = 
 et (8q 6=
p); 
 q \ 
 p = ; . On appelle �etiquette u 2 f 1; : : : ; Qgj 
 j , la quantit�e

u =
QX

q=1

qi 
 q : (2.71)

Par cons�equent, (8` 2 
 ), u` = q si ` 2 
 q et 0 sinon.

D�es lors, une bijection entre u d�e�ni sur un simplexe et des variables binaires� = ( � 1 ; : : : ; � Q +1 )
peut être �etablie comme suit :

Proposition 2.5 (Bijection entre u et � ). Soit une �etiquette u 2 f 1; : : : ; Qgj 
 j d�e�ni sur un
simplexe de tailleQ et soit Q + 1 variables binaires(� 1 ; : : : ; � Q +1 )> 2 f 0; 1g(Q+1) �j 
 j telles
que

(8` 2 
) ; 1 = � 1;` � � 2;` � : : : � � Q;` = 0 : (2.72)

Alors il existe une bijection entre u et � :

(8` 2 
) � q;` =

(
1; si u` � q;

0; sinon;
(2.73)
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qui peut être invers�ee en (cf. � layer cake formula � )

(8` 2 
) u` =
QX

q=1

� q;`: (2.74)

On remarque que le vecteur d'indicatricesi 
 peut être exprim�e enti�erement �a partir de � ,
i.e.,

Proposition 2.6 (Correspondance entrei 
 et � ). Soit i 
 d�e�ni en (2.65) et � d�e�ni �a la
Proposition 2.5. Alors,

(8q 2 f 1; : : : ; Qg) i 
 q = ( � q � � q+1 ): (2.75)

Finalement, a�n d'obtenir un probl�eme convexe, on relâche la nature binaire de � et l'on
suppose que� > 2 [0; 1](Q+1) �j 
 j , i.e.,

Probl�eme 2.10 (Relaxation convexe du probl�eme `0-TV �a Q niveaux [37, 192]). Soit une
image y 2 Rj 
 j et un ensemble de valeurs moyennes(vq)1� q� Q avec comme conventionvq �
vq+1 . Alors le probl�eme consiste �a trouver � > = ( � 1 ; : : : ; � Q +1 )> 2 [0; 1](Q+1) �j 
 j tel que

b� = arg min
� > 2 [0;1]( Q +1) �j 
 j

QX

q=1

(� q � � q+1 )> (y � vq)2 + �
QX

q=1

TV (� q � � q+1 )

sujet �a

8
><

>:

� 1 � 1;

� Q +1 � 0;

1 � � 2 � : : : � � Q � 0:

(2.76)

Le Probl�eme 2.10 �etant convexe, un algorithme proximal a �et�e propos�e en [168, 55] pour
trouver e�cacement le minimiseur global. Il a �egalement �et�e montr �e dans [168, Th�eor�eme

2] que quelque soit le seuil� , la solution seuill�ee, b�
thr

= 1 si b� � � et 0 sinon, d�e�nit une
solution bi 
 qui est un minimiseur du Probl�eme 2.9.

2.5 Questions ouvertes

Dans ce second chapitre, nous avons pr�esent�e deux probl�emes variationnels permettant
d'estimer les discontinuit�es dans un signal constant par morceaux corrompu par un bruit
additif gaussien. R�esoudre le Probl�eme 2.1 (non-convexe) permet d'obtenir une solution non-
biais�ee alors que la solution du Probl�eme 2.2 (convexe) est biais�eedue �a l'utilisation de la
norme `1. La r�esolution de chacun des probl�emes n�ecessite de minimiserla somme d'un terme
quadratique d'attache aux donn�ees et d'un terme de r�egularisation (`0 � L ou `1 � L ). Le poids
accord�e �a chacun des termes est contrôl�e par un hyperparam�etre (� ou � ) qui impacte forte-
ment la qualit�e de la solution. Une attention plus sp�eci�que a �et �e port�ee sur le Probl�eme 2.2
pour lequel nous avons compar�e di��erentes solutions algorithmiques en termes de temps
d'�ex�ecution. Nous avons �egalement introduit une mesure bas�ee sur l'indice de Jaccard pond�er�e
a�n de quanti�er la qualit�e d'estimation d'un signal constant par morce aux. Pour terminer,
nous avons pr�esent�e le Probl�eme 2.10, en guise d'extension 2D du Probl�eme 2.1, dont la
r�esolution permet de segmenter une image enQ classes.

Pour l'instant, nous avons seulement consid�er�e le cas o�u y est une quantit�e scalaire,
mais nous pouvons �egalement �etendre la d�e�nition et la r�esolution du Probl�eme 2.2 et du
Probl�eme 2.10 lorsquey est remplac�e par une quantit�e vectorielle y = ( y1 ; : : : ; yM )> .
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Le Chapitre 3 sera d�edi�e �a l'application des m�ethodes d'estim ation et de segmentation
vectorielle pour les probl�emes pos�es par l'analyse non homog�ene desprocessus multifractals.

Motiv�e par [52], nous proposerons dans le Chapitre 4 un algorithme �a la vol�ee permettant
d'estimer les discontinuit�es pr�esentes dans des signaux vectoriels au fur et �a mesure de leur
acquisition.

Dans le Chapitre 7, nous examinerons un cas pratique motiv�e par l'exp�erience de scin-
tillement de bô�tes quantiques o�u la question consiste cettefois-ci �a d�etecter les changements
d'intensit�e d'un processus poissonien. Nous y d�etaillerons comment prendre en compte cette
information dans le probl�eme variationnel et dans quelles mesures lasolution du Probl�eme 2.2
est acceptable.

En�n, nous nous int�eresserons dans le Chapitre 8 au choix du param�etre de r�egularisation
dans le cadre du Probl�eme 2.1 et proposerons un mod�ele hybride bay�esien-variationnel pour
l'estimation de � de mani�ere automatique.
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Travaux pr�eliminaires : processus monofractal par morceaux. Comme rappel�e
au Chapitre 1, les propri�et�es d'invariance d'�echelle de tout obje t z sont quanti��ees par la
r�egularit�e locale, mesur�ee en pratique par le concept d'exposant de H•older [114]. Alors que
les premi�eres �etudes [181] supposaient que la r�egularit�e locale�etait homog�ene �a travers le
signal ou l'image (i.e., monofractal), de r�ecentes contributions ont consid�er�e un mod�ele plus
r�ealiste de processus monofractal par morceaux o�u la r�egularit�e locale peut être h�et�erog�ene.
Ce mod�ele complique le proc�ed�e d'estimation puisqu'il n�ec essite en plus de segmenterz en
r�egions a priori inconnues o�u la r�egularit�e locale peut être consid�er�ee homog�ene. A cet ef-
fet, des approches variationnelles e�caces reposant sur l'utilisation de la variation totale ont
r�ecemment �et�e mises en oeuvre dans [176, 158]. Les bonnes performances d'estimation et de
segmentation scalaire, �a la fois sur des donn�ees simul�ees et des donn�ees r�eelles, ouvrent la voie
vers l'analyse de mod�eles d'invariance d'�echelle constants par morceaux plus riches. C'est le
sujet de ce chapitre.

Contribution : processus multifractal par morceaux. Dans [176, 158], les r�esultats
�etaient obtenus pour l'analyse de processus monofractals par morceaux.Ici, nous sugg�erons
d'�etendre cette �etude au cas des processus multifractals par morceauxz 2 Rj 
 j , pouvant être
unidimensionnels (signaux) ou bidimensionels (images), dont les propri�et�es multifractales
ne sont pas homog�enes sur 
 mais homog�enes �a l'int�erieur de plusieurs r�egions distinctes

 1 \ : : : \ 
 Q = ; formant un partitionnement de 
 = 
 1 [ : : : [ 
 Q . L'objectif est d'estimer

57
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(a) Masque (b) z monofractal (c) z multifractal
par morceaux par morceaux

Figure 3.1 { Exemples de processus invariants d'�echelle non homog�enes. Deux
processus, l'un monofractal par morceaux (b) et l'autre multifractal par morceaux (c) sont
caract�eris�es par un spectre multifractal dans la r�egion 
 A (blanc) di��erent de celui dans la
r�egion 
 B (noir).

�a la fois les r�egions (
 1; : : : ; 
 Q) et le spectre multifractal (voir Section 1.2.2) �a l'int�erieur de
chacune d'entre d'elles.

Ce probl�eme est signi�cativement plus di�cile �etant donn�e que pour un processus mul-
tifractal dont les propri�et�es multifractales sont constantes par mor ceaux, la r�egularit�e locale
peut varier signi�cativement d'une position �a l'autre au sein d'un e même r�egion. Au lieu de
consid�erer la r�egularit�e, nous nous int�eresserons aux quantit�es vectorielles (C1;j ) j 2 Z , (C2;j ) j 2 Z ,
c1 et c2 permettant de d�e�nir le spectre multifractal (voir Chapitre 1). Le mod�ele de proces-
sus multifractal par morceaux est d�ecrit dans la Section 3.1 et la d�e�nition des estimateurs
locaux des quantit�es (C1;j ) j 2 Z , (C2;j ) j 2 Z , c1 et c2 fait l'objet de la Section 3.2.

Nous proposons ensuite deux applications, l'une unidimensionnelle appliqu�ee �a l'estima-
tion vectorielle des discontinuit�es de (c1; c2) et d�ecrite �a la Section 3.3 et l'autre bidimension-
nelle reposant sur la segmentation de (C1;j ; C2;j ) j 2 Z d�etaill�ee �a la Section 3.4.

R�ef�erences. Ce chapitre s'appuie sur les contributions [90, 91, 92] et est le r�esultat d'une
collaboration avec H. Wendt.

3.1 Mod�ele de processus multifractals par morceaux

3.1.1 Processus monofractal par morceaux

Nous consid�erons le cas o�uz est un processus autosimilaire par morceaux caract�eris�e
par l'exposant de Hurst Hq sur chaque r�egion 
 q (8q 2 f 1; : : : ; Qg). Le mod�ele que nous
adopterons dans la suite est illustr�e par un exemple de signal et de texture sur la Figure 3.1 (b)
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pour Q = 2. Dans ce cas, l'exposant de H•olderh vaut

(8` 2 
 A ) h` = HA ; (3.1)

(8` 2 
 B ) h` = HB ; (3.2)

avecHA 6= HB et 
 = 
 A [ 
 B s�eparable en deux r�egions distinctes, i.e., 
A \ 
 B = ; , selon
le masque pr�esent�e dans la Figure 3.1 (a). Dans l'exemple propos�e,HA = 0 :6 et HB = 0 :4.
Un comportement plus lisse est alors observ�e pour̀ 2 
 A que pour ` 2 
 B .

3.1.2 Processus multifractal par morceaux

Consid�erons �a pr�esent le cas illustr�e par la Figure 3.1 (c) o�u z mod�elise un processus
multifractal par morceaux o�u

(8` 2 
 A ) h` est d�ecrit par DA ; (3.3)

(8` 2 
 B ) h` est d�ecrit par DB : (3.4)

Dans la suite, pour des raisons pratiques, nous supposerons que le spectre multifractal peut
être approch�e par une parabole (voir Proposition 1.2)

D(h) = 2 + ( h � c1)2=(2c2): (3.5)

Dans l'exemple pr�esent�e, (c1; c2)A = (0 :6; � 0:05) et (c1; c2)B = (0 :4; � 0:05). Nous remarquons
qu'il est bien plus di�cile de distinguer visuellement les deux r�egions 
 A et 
 B que dans le
cas monofractal par morceaux. Cela est dû au fait que la r�egularit�e locale peut 
uctuer au
sein d'une même r�egion.

3.2 Formalisme multifractal local

Dans cette section, nous rappelons comment �etablir des estimateurslocaux de h et D �a
partir du formalisme multifractal bas�e sur les coe�cients dominant s d�ecrit �a la Section 1.3.

Dans la suite, nous supposons quez est invariant d'�echelle sur la gamme f j 1; : : : ; j 2g de
taille J = j 2 � j 1 + 1 et nous notons L j;k le coe�cient d'ondelette dominant de z �a l'�echelle
2j et �a la position ` = 2 j k (voir D�e�nition 1.10).

D�e�nition 3.1 (Estimateur local bh de l'exposant de H•older). L'exposant de H•older peut être
estim�e par r�egression lin�eaire des coe�cients d'ondelettes dominant s, i.e.,

(8` 2 
) bh` =
X

j 2f j 1 ;:::;j 2g

wj;k log2 L j;k ; tel que ` = 2 j k (3.6)

et o�u w 2 [0; 1]J �j 
 j d�esigne des poids de r�egression v�eri�ant
( P j 2

j = j 1
jw j; � = 1 ;

P j 2
j = j 1

wj; � = 0 ;
(3.7)

a�n d'obtenir un estimateur non biais�e [213].

A�n d'estimer le spectre multifractal D, l'estimation strictement ponctuelle de h doit être
remplac�ee par une estimation locale deC1 et C2 dans un voisinageW.
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D�e�nition 3.2 (Estimateurs locaux bC1 et bC2 des cumulants.). Les quantit�es C1 et C2

sont estim�ees localement par des moyennes en temps dans un voisinage glissant :

(8j 2 f j 1; : : : ; j 2g) (8` 2 
) bC1;j;` =
1

jW j;` j

X

k2W j;`

ln L j;k ; (3.8)

(8j 2 f j 1; : : : ; j 2g) (8` 2 
) bC2;j;` =
1

jW j;` j � 1

X

k2W j;`

�
ln L j;k � bC1;j;`

� 2
; (3.9)

o�u jW j;` j est le nombre de coe�cients dans le voisinageWj;` centr�e en ` �a l'�echelle 2j .

A partir de la Proposition 1.3, des estimateurs locaux dec1 et c2 peuvent ensuite être
obtenus par r�egression lin�eaire �a travers les �echelles.

D�e�nition 3.3 (Estimateurs locaux bc1 et bc2 des log-cumulants.). Soient les estimateurs
locaux empiriques des cumulantsbC1 et bC2 . Alors c1 et c2 peuvent être estim�es localement
comme suit

(8p 2 f 1; 2g) (8` 2 
) bcp;` = (log 2 e)
j 2X

j = j 1

wj bCp;j;` ; (3.10)

o�u les poids de r�egressionwj v�eri�ent (3.7).

L'estimation de C1, C2, c1 et c2 est d'autant meilleure que la taille du voisinagejW j;` j
augmente, mais une mesure glissante en temps reposant sur un grand voisinage produit des
estim�ees fortement d�ependantes, compliquant ainsi la localisation �ne des discontinuit�es.

3.3 Estimation vectorielle par approche TV (1D)

Dans cette section, nous allons nous int�eresser au cas unidimensionel o�u z 2 RN est
un signal invariant d'�echelle dont les propri�et�es multifractale s sont caract�eris�ees localement
par un ensemble deM signaux not�es y = ( ym )1� m� M pouvant par exemple mod�eliser les
quantit�es ( bc1 ; bc2)> , i.e., M = 2, d�ecrites pr�ec�edemment.

La question pos�ee est alors de pouvoir d�etecter les portions o�u les propri�et�es multifractales
de z sont homog�enes en estimant les discontinuit�es pr�esentes dans l'observation vectorielle y .
Pour y parvenir, nous pr�esentons et quanti�ons dans la Section 3.3.1 l'apport d'une extension
vectorielle du Probl�eme 2.2 sur des donn�ees synth�etiques. Puis, les performances d'estimation
sont �evalu�ees dans la Section 3.3.2 dans le cas d'une marche al�eatoire multifractale �a partir
de (bc1 ; bc2)> .

3.3.1 Estimation vectorielle

3.3.1.1 Pr�esentation et r�esolution du probl�eme `1;2-TV

Consid�erons une observationy = ( y1 ; : : : ; yM )> 2 RM � N d'un signal constant par mor-
ceauxx = ( x 1 ; : : : ; x M )> 2 RM � N corrompu par un bruit additif b 2 RM � N suppos�e blanc
gaussien centr�e de variance diag(� 2

1; : : : ; � 2
M ).

Par analogie avec le Probl�eme 2.2, nous pouvons obtenir une solution constante par mor-
ceaux en r�esolvant par exemple le probl�eme variationnel suivant

bx � = arg min
x =( x 1 ;:::;x M )>

1
2

MX

m=1

kx m � ym k2 + �
MX

m=1

N � 1X

n=1

j(Lx m )n j: (3.11)
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Puisque (3.11) est s�eparable enm 2 f 1; : : : ; M g, r�esoudre (3.11) revient �a r�esoudre le
Probl�eme 2.2 ind�ependamment pour chacune des observationym (m 2 f 1; : : : ; M g) pour
le même param�etre de r�egularisation � .

En pratique, la notation vectorielle x = ( x 1 ; : : : ; x M )> est utilis�ee pour sugg�erer une
d�ependance entre les composantes. Nous supposerons ici quex 1 ; : : : ; x M sont des signaux
constants par morceaux partageant les mêmes positions de discontinuit�e. A�n de prendre en
compte cette information suppl�ementaire, nous consid�erons le probl�eme suivant :

Probl�eme 3.1 (Probl�eme `1;2-TV) . Soient y = ( y1 ; : : : ; yM )> 2 RM � N et � � 0. On appelle
probl�eme `1;2-TV le probl�eme consistant �a trouver

bx � = arg min
x =( x 1 ;:::;x M )>

1
2

MX

m=1

kx m � ym k2 + �
N � 1X

n=1

vu
u
t

MX

m=1

j(Lx m )n j2; (3.12)

o�u L est l'op�erateur lin�eaire de premi�eres di��erences d�e�ni en (2.3).

Remarque 3.1. Lorsque M = 1 , le Probl�eme 3.1 se r�eduit au Probl�eme 2.2.

Le second terme dans le membre de droite de (3.12) est la norme mixte`1;2 de Lx, dont
nous rappelons ci-dessous la d�e�nition g�en�erale.

D�e�nition 3.4 (Norme mixte `p;q [24]). Soient u = ( um;n )1� m� M; 1� n� N 2 RM � N , p � 1 et
q � 1. On appelle norme mixte`p;q de u, la quantit�e d�e�nie par

kukp;q =

0

@
NX

n=1

 
MX

m=1

jum;n jq
! p=q

1

A

1=p

: (3.13)

L'utilisation de la norme mixte permet de consid�erer une structure par blocs, o�u la norme `2

est appliqu�ee �a chaque bloc, i.e.,kLx 1k2; : : : ; kLx M k2, et o�u la norme `1 est ensuite appliqu�ee
selon la direction des blocs. A partir des conditions de Karush-Kuhn-Tucker, nous rappelerons
dans la Section 4.2 que l'emploi de la normè1;2 permet d'assurer une parcimonie de groupe
sur (L bx 1 ; : : : ; L bx M )> . Ce r�esultat est d'ailleurs illustr�e Figure 3.2 o�u pour une r�e alisation de
x (noir) et y (gris) donn�ee (N = 500, M = 4), la solution bx � du Probl�eme 3.1 est calcul�ee
et repr�esent�ee pour � = 10 (rouge), 50 (jaune) et 100 (violet). Quelque soit � , bx � partage
les mêmes positions de discontinuit�es sur chacune de ses quatrecomposantes trac�ees sur la
Figure 3.2 de haut en bas.

La forte analogie entre le Probl�eme 2.2 et le Probl�eme 3.1 nous permet defacilement
�etendre les algorithmes pr�esent�es �a la Section 2.2 pour r�esoudre le Probl�eme 3.1. En e�et,
il su�t de substistuer les quantit�es scalaires dans les Algorithmes 2-4 par leur homologue
vectoriel, e.g.y et x remplac�es par y et x, et de remplacer toute occurence deL par L tel que
Lx = ( Lx 1 ; : : : ; Lx M )> et prox
 k�k1

= soft 
 par prox
 k�k1;2
dont la d�e�nition est rappel�ee

ci-dessous :

Exemple 3.1 (Op�erateur proximal de la norme `1;2 [122, Th�eor�eme 3]) . Soit 
 2 ]0; + 1 [ et
une fonction RM � N ! R : u 7! 
 kuk1;2. On a alors, pour tout u 2 RM � N , prox
 k�k1;2

(u) =
(� n )1� n� N avec

(8n 2 f 1; : : : ; N g); � n =

(
(1 � 


ku n k2
)un si kunk2 > 
;

0 sinon.
(3.14)

En particulier, nous d�etaillons dans l'Algorithme 5 les it�erations d e l'algorithme ADMM
pour r�esoudre le Probl�eme 3.1 propos�e dans [209].
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Figure 3.2 { Illustration de bx � solution du Probl�eme 3.1. x (noir), y (gris) et bx �

pour � = 10 (rouge), 50 (jaune) et 100 (violet). De haut en bas : 1�ere jusqu'�a la M = 4�eme
composante.
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Algorithme 5 R�esolution du Probl�eme 3.1 bas�ee sur l'algorithme ADMM
Entr�ee : Param�etre � > 0.
1: Pour k=1,. . . faire
2: Mise �a jour des variables primales :

3: x [k+1] = y + � (z [ k ] � u [ k ] )
1+ �

4: z[k+1] = prox �
� k�k 1; 2

(s[k ] � t [k ])
5: Projection sur l'ensemble des contraintes :
6:

�
r [k+1] ; s[k+1]

�
= PKer A

�
x [k+1] + u [k ]; z[k+1] + t [k ]

�

7: Mise �a jour des variables duales :
8: u [k+1] = u [k ] + ( x [k+1] � r [k+1] )
9: t [k+1] = t [k ] + ( z[k+1] � s[k+1] )

Sortie : (bx � ; bu � ) = lim k ! + 1 (x [k ]; u [k ])

3.3.1.2 Apport de l'estimation vectorielle

Dans cette section, nous examinons les con�gurations o�u la solution du Probl�eme 3.1
appliqu�ee �a y = ( y1 ; : : : ; yM )> pr�esente de meilleures performances d'estimation que les
solutions obtenues en r�esolvant le Probl�eme 2.2 ind�ependamment pour chacune des compo-
santesym (m 2 f 1; : : : ; M g). Par souci de pr�esentation des r�esultats, nous limitons l'�etud e
au casM = 2 choisi comme le plus simple repr�esentatif deM > 0 et utilis�e dans la section
suivante pour l'analyse de (bc1 ; bc2)> .

Con�guration exp�erimentale. Premi�erement, on g�en�ere x = ( x 1 ; x 2)> 2 R2� N (N =
103) constant par morceaux tel quex 1 et x 2 partagent les mêmes discontinuit�es. Pour se faire,
les longueurs de chaque segment sont tir�ees selon une loi de Pareto deparam�etre d'�echelle 50
et de param�etre de forme 1. Par cons�equent, l'indicatrice des discontinuit�es r de x est �egale
�a celle de x 1 et x 2 (voir D�e�nition 2.4). Ensuite, les amplitudes absolues des discontinuit�es
de x 1 et x 2 sont tir�ees ind�ependamment selon une gaussienne de moyenne 1 etde faible
dispersion, e.g. 0:1. Le signe de chaque amplitude est ensuite tir�e de mani�ere �equiprobable.

Deuxi�emement, on g�en�ere y = ( y1 ; y2)> tel que y1 = x 1 + b1 et y2 = x 2 + b2 avec
b1 � N (0; � 11 N ) et b2 � N (0; � 21 N ). Puisque les amplitudes des discontinuit�es dex 1 et
x 2 varient l�eg�erement autour de 1, on d�e�nit les rapports signal sur br uit SNR1 = 1=� 1 et
SNR2 = 1=� 2. Pour une même r�ealisation de (x 1 ; x 2 ; b1 ; b2), di��erents SNR 1 et SNR2 allant
de � 10 dB �a +10 dB sont examin�es en multipliant b1 et b2 par un facteur d'�echelle.

Crit�ere de performance. Nous cherchons �a connâ�tre le r�egime (SNR1; SNR2), dans lequel
la solution du Probl�eme 3.1 appliqu�e �a y fournie une meilleure estimation des positions des
discontinuit�es de x, que les deux solutions obtenues en r�esolvant deux fois le Probl�eme 2.2
pour y = y1 et y = y2 . Pour se faire, nous allons quanti�er la qualit�e des di��erentes estim�ees
de r �a l'aide de l'erreur de Jaccard (voir D�e�nition 2.7).

Etant donn�e que la qualit�e de l'estimation d�epend fortement du c hoix de � , nous balayons
dans chacun des cas une gamme � de 100 valeurs de� (�equidistantes en �echelle logarithmique)
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Figure 3.3 { Apport de l'estimation vectorielle `1;2-TV vs. deux estimations

scalaires `1-TV. . Haut : J (`1 � TV)
1 � J (`1;2 � TV) et J (`1 � TV)

2 � J (`1;2 � TV) en fonction de
(SNR1; SNR2). Bas : J (`1 � TV) � J (`1;2 � TV) en fonction de (SNR1; SNR2).

allant de 10� 1 �a 102, retenons l'erreur de Jaccard la plus faible, et notons :

J (`1 � TV)
1 = min

� 2 �
Jerror

�
G

�
br (`1 � TV)

1;�

�
; G(r 1)

�
; (3.15)

J (`1 � TV)
2 = min

� 2 �
Jerror

�
G

�
br (`1 � TV)

2;�

�
; G(r 2)

�
; (3.16)

J (`1 � TV) = min
� 12 �

min
� 22 �

Jerror

�
G

�
[br (`1 � TV)

1;� 1
; br (`1 � TV)

2;� 2
]
�

; G([r 1 ; r 2 ])
�

; (3.17)

J (`1;2 � TV) = min
� 2 �

Jerror

�
G

�
br (`1;2 � TV)

�

�
; G(r )

�
; (3.18)

o�u G est un �ltre passe-bas gaussien �a support compact de taille 5 et d'�ecart-type 0:5. Les
quantit�es J (`1 � TV)

1 � J (`1;2 � TV) , J (`1 � TV)
2 � J (`1;2 � TV) et J (`1 � TV) � J (`1;2 � TV) sont moyenn�ees

sur 50 r�ealisations et repr�esent�ees Figure 3.3 en fonction de (SNR1; SNR2).

Apport de l'estimation vectorielle. Les r�egions o�u J (`1 � TV)
1 � J (`1;2 � TV) > 0 (resp.

J (`1 � TV)
2 � J (`1;2 � TV) > 0) correspondent aux con�gurations o�u l'estimation vectorielle donne

de meilleures performances d'estimation der que la seule estimation der 1 . (resp. r 2). Nous
remarquons Figure 3.3 (haut) que d�es que la composantey1 (resp. y2) est signi�cativement
plus informative que la seconde, alors l'estimation scalaire donne globalement une erreur de
Jaccard plus faible. Autrement, l'estimation vectorielle donne syst�ematiquement de meilleurs
r�esultats.

3.3.2 Quanti�cation des performances

Maintenant que nous avons illustr�e l'int�erêt d'une estimation vectorielle par rapport �a
plusieurs estimations scalaires dans un cadre simple de signaux d�egrad�es par un bruit blanc
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gaussien, nous allons �a pr�esent �etudier les performances dans le cadre de l'estimation du
spectre D de signaux multifractals par morceaux. Dans ce contexte, nous consid�erons l'ob-
servation y = ( bc1 ; bc2)> 2 R2� N (voir D�e�nition 3.3).

Con�guration exp�erimentale. Consid�erons une marche al�eatoire multifractale z de taille
N = 2 9, dont les propri�et�es multifractales sont homog�enes par morceaux et changent �a la
position ` = 2 8, selon une con�guration motiv�ee par exemple par l'observation de donn�ees
d'activit�es c�er�ebrales, o�u l'on passe du repos (longue m�emoire c1 � 0:6 > 0:5 et faiblement
multifractal c2 � � 0:0125' 0) �a une tache (faible corr�elation c1 � 0:5 mais forte multifracta-
lit�e c2 � � 0:0250< 0) (cf. e.g., [43]). Les quantit�es bc1 et bc2 , d�e�nies en (3.10), sont estim�ees
�a travers les octaves j 1 = 2 et j 2 = 4. Les performances d'estimation des deux m�ethodes
seront �evalu�ees et compar�ees, comme moyenne sur 100 r�ealisations,pour di��erentes tailles de
fenêtres d'estimation jW j;` j variant de 22 �a 2 8 �echantillons.

Estimateurs propos�es. Nous proposons de ra�ner les estimateurs (bc1 ; bc2)> 2 R2� N par
une approche variationnelle faisant intervenir un terme de variation totale permettant de
favoriser les solutions constantes par morceaux.

Une premi�ere approche consiste �a r�esoudre ind�ependamment les deux Probl�emes 2.2 sui-
vants :

bbc1;� 1 = arg min
u 1 2 RN

kbc1 � u 1k2 + � 1

N � 1X

`=1

j(Du 1)` j (3.19)

bbc2;� 2 = arg min
u 2 2 RN

kbc2 � u 2k2 + � 2

N � 1X

`=1

j(Du 2)` j (3.20)

o�u D 2 R(N � 1)� N repr�esente l'op�erateur de premi�eres di��erences d�e�ni e n (2.3). Les solutions
bbc1;� 1 et bbc2;� 2 �etant biais�ees (voir Section 2.1.2), nous d�e�nissons bbc

disj
1;� 1

et bbc
disj
2;� 2

les solutions
de (3.19) et (3.20) r�e-estim�ees a posteriori sur chaque segment.

Il est plus r�ealiste dans les applications de consid�erer que l'ensemble du spectre multifrac-
tal (donc a priori �a la fois c1 et c2) change �a un instant donn�e. Pour favoriser la d�etection de
discontinuit�es conjointes dans les estim�eesbc1 et bc2 , nous consid�erons le Probl�eme 3.1 appliqu�e
�a la quantit�e ( bc1 ; bc2), i.e., :

(bbc1 ; bbc2) � = arg min
(u 1 ;u 2 )2 R2� N

2X

p=1

kbcp � u pk2 + �
N � 1X

`=1

vu
u
t

2X

p=1

j(Du p )` j2: (3.21)

A�n d'assurer que les termes d'attaches aux donn�ees contribuent demani�ere �egale dans le
crit�ere (3.21), il est n�ecessaire de normaliser au pr�ealable la dynamique de bc1 et bc2 . De la
même mani�ere, nous noterons (bbc1 ; bbc2)conj

� , la solution de (3.21) r�e-estim�ees a posteriori sur
chaque segment.

Illustration. La Figure 3.4 illustre la proc�edure : En haut, le signal multifractal par mor-
ceaux et le spectre multifractal associ�e sur chaque r�egion, au centre (resp. en bas),c1 , bc1 ,
bbc

disj
1;� J max

, bbc
conj
1;� J max

(resp. c2 , bc2 , bbc
disj
2;� J max

, bbc
conj
2;� J max

) pour jW j;` j = 2 8. Cet exemple montre que
l'estimation conjointe (rouge) permet de gagner en pr�ecision sur la localisation de la discon-
tinuit�e, compar�ee �a une estimation disjointe (bleu).
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de (c1 ; c2).

Param�etre de r�egularisation. Les performances d'estimation d�ependent fortement du
choix de (� 1, � 2) et � qui n'ont pas le même poids dans (3.19)-(3.20) et (3.21). Cette ques-
tion importante lorsque l'on fait face �a des signaux r�eels a �et�e dis cut�ee �a la Section 3.3.1.2
pour un mod�ele de signal constant par morceaux corrompu par un bruit additif gaussien.
Dans le cas pr�esent, nous proposons de comparer les performances des deux approches pour
deux valeurs di��erentes. Pour chaque probl�eme (3.19)-(3.21), nous d�e�nissons :

� 2seg correspondant �a la plus grande valeur de� telle que la solution poss�ede au moins 2
segments.

� Jmax est la plus grande valeur de� telle que la solution maximise l'indice de Jaccard
(voir Section 2.3).
Pour notre �etude, si nous notons br disj

1;� , br disj
2;� , br conj

� et r les vecteurs d'indicatrices des discon-

tinuit�es respectivement associ�es �a bcdisj
1;� , bcdisj

2;� , (bbc1 ; bbc2)conj
� et (c1 ; c2), l'indice de Jaccard sera

mesur�e entre les quantit�es G(br � ) et G(r ) o�u G mod�elise un �ltre passe-bas gaussien �a support
compact. Pour favoriser les solutions avec peu de segments, nous choisissonsG de taille 28

points et de largeur �a mi-hauteur 27 points.

Indice de Jaccard et nombre de segments. La Figure 3.5 montre que l'estimation
conjointe permet d'atteindre un indice de Jaccard plus �elev�e quelque soit la taille de la
fenêtre d'estimation jW j;` j. Par cons�equent, elle b�en�e�cie d'une meilleure estimation de la
position de la discontinuit�e. De plus, elle conduit �egalement �a un nombre de segments plus
faible, ce qui dans notre cas est pr�ef�erable.

Distance �a la discontinuit�e. La Figure 3.6 compare les performances en terme de dis-
tance entre les discontinuit�es pour � = � 2seg (Figure 3.6(a)) et � = � Jmax (Figure 3.6(b)).

Pour l'estimation disjointe, bbc
disj
1;� montre une meilleure localisation de la d�etection quebbc

disj
2;� . De

plus, l'estimation conjointe, b�en�e�ciant de l'information sur le s deux composantes, pr�esente
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Figure 3.5 { Performances pour � Jmax .
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syst�ematiquement une meilleure localisation de la d�etection des discontinuit�es.

Erreur quadratique relative moyenne. La Figure 3.7 compare, pour� = � 2seg (a) et
� = � Jmax (b), les performances d'estimation en terme d'erreur quadratiquerelative moyenne
(MSEr)

MSEr [( bc1 ; bc2); (c1 ; c2)] = bE
�

kbc1 � c1k2

kc1k2 +
kbc2 � c2k2

kc2k2

�
(3.22)

o�u bE est un estimateur empirique de la moyenne calcul�e sur 100 r�ealisations. Quelque soit la
taille de la fenêtre d'estimation jW j;` j, on constate que

MSEr[(bbc1 ; bbc2)conj
� ; (c1 ; c2)] � MSEr[(bbc1 ; bbc2)disj

� ; (c1 ; c2)]:

Pour jW j;` j = 2 8, la MSEr des deux m�ethodes est sensiblement la même. Cependant, ce
r�esultat doit être nuanc�e avec les r�esultats pr�esent�es Fi gure 3.6 et Figure 3.5. En e�et, �a
MSEr �egale, (bbc1 ; bbc2)conj

� d�etecte moins de segments et localise la discontinuit�e 15% plus pr�es

que bbc
disj
1;� et bbc

disj
2;� .

In
uence de jW j;` j. Plus jW j;` j est grand, plus les estim�eesbc1 et bc2 sont lisses. Inversement,
pour jW j;` j faible, les estim�ees sont fortement variables. Dans les deux cas, cela rend di�cile
la d�etection et la localisation de la discontinuit�e. Les r�esult ats exp�erimentaux que nous rap-
portons montrent que les d�etections de discontinuit�es de c1 et c2 sont mieux estim�ees par
l'utilisation d'une grande fenêtre d'estimation. La segmentation vectorielle assure de locali-
ser le plus pr�ecis�ement possible ces estim�ees pourtant fortement liss�ees au cours temps, un
r�esultat peu intuitif a priori .

3.4 Segmentation vectorielle par approche TV (2D)

Dans cette section, nous consid�erons le cas bidimensionnel o�uz 2 Rj 
 j d�esigne une image
avec un total de j
 j pixels.

Par analogie avec la Section 3.3, nous pouvons estimer (C1;j ) j 2 Z et (C2;j ) j 2 Z localement
dans le voisinage de chaque pixel̀, concevoir les estimateurs locauxbc1 et bc2 , puis appli-
quer un proc�ed�e de segmentation vectorielle de (bc1 ; bc2). Cependant, cette m�ethode repose
sur l'hypoth�ese forte que les textures ou les signaux issus du monde r�eel suivent pr�ecis�ement
le comportement d'�echelle prescrit �a la Proposition 1.3. Dans cette section, nous choisissons
de relâcher cette contrainte et de segmenter directement les quantit�es vectorielles bC1 et/ou
bC2 �a travers les �echelles.

Dans la suite, nous consid�erons la quantit�e y = ( y1 ; : : : ; yM )> 2 RM �j 
 j pouvant soit
mod�eliser bh (i.e., M = 1), bC1 ou bC2 (i.e., M = J ), ou leur concat�enation ( bC1 ; bC2)> (i.e.,
M = 2J ).

3.4.1 Segmentation vectorielle

Une extension vectorielle du Probl�eme 2.10 peut être formul�ee �a l'aide de � qui d�epend �a
la fois de m 2 f 1; : : : ; M g et de la partition q 2 f 1; : : : ; Q + 1g de la mani�ere suivante :

Probl�eme 3.2 (Probl�eme `0-TV 2D vectoriel �a Q niveaux). Soit une quantit�e y = ( y1 ; : : : ; yM )> 2
RM �j 
 j et un ensemble de valeurs de niveaux(vq;m)1� q� Q;1� m� M avec comme convention
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vq;m � vq+1 ;m . Alors le probl�eme consiste �a trouver le vecteur � = ( � 1 ; : : : ; � Q +1 )> 2
[0; 1](Q+1) � M �j 
 j tel que

min
� 2 [0;1]( Q +1) � M �j 
 j

QX

q=1

MX

m=1

(� q;m � � q+1 ;m )> (ym � vq;m)2 + �
MX

m=1

QX

q=1

TV (� q;m � � q+1 ;m )

sujet �a (8m 2 f 1; : : : ; M g)

8
><

>:

� 1;m � 1;

� Q +1 ;m � 0;

1 � � 2 � : : : � � Q � 0;

(3.23)

avec � � 0 et o�u TV d�esigne la variation totale d�e�nie en (2.68).

Remarque 3.2. Dans toute la suite, les niveauxvq;m 2 R seront choisis de mani�ere �equidistante
entre min`2 
 ym;` et max`2 
 ym;` .

Il apparait clairement que le crit�ere (3.23) est s�eparable enm, et aucun couplage entre les
composantesm 2 f 1; : : : ; M g n'est impos�e. Par cons�equent, r�esoudre le Probl�eme 3.2 revient
�a trouver le meilleur �etiquetage des r�egions (
 1;m ; : : : ; 
 Q;m ) ind�ependamment sur chacune
des composantesm 2 f 1; : : : ; M g.

Cependant, nous devons garder �a l'esprit que nous ne souhaitons pas seulement segmenter
le vecteur des caract�eristiquesy mais nous cherchons avant tout �a segmenter la texturez.
En d'autre termes, nous souhaiterions obtenir un partitionnement (
 1; : : : ; 
 Q) commun �a
toutes les composantes (ym )1� m� M .

Pour se faire, nous consid�erons l'extension du Probl�eme 2.10 au cadre vectoriel propos�e
dans [37] pour l'�etiquetage d'images RGB (i.e., M = 3). Il repose sur l'utilisation d'une
seule variable � qui est cette fois-ci commune �a toutes les composantes, i.e.,� q � � q;m

(8m 2 f 1; : : : ; M g).

Probl�eme 3.3 (Relaxation convexe du probl�eme`0-TV 2D vectoriel �a Q niveaux). Soit y =
(y1 ; : : : ; yM ) 2 RM �j 
 j et un ensemble de valeurs de niveaux(vq)1� q� Q avec comme conven-
tion vq � vq+1 . Alors le probl�eme consiste �a trouver � = ( � 1 ; : : : ; � Q +1 )> 2 [0; 1](Q+1) �j 
 j tel
que

min
� 2 [0;1]( Q +1) �j 
 j

QX

q=1

(� q � � q+1 )>
MX

m=1

(ym � vq;m)2 + �
QX

q=1

TV (� q � � q+1 )

sujet �a

8
><

>:

� 1 � 1;

� Q +1 � 0;

1 � � 2 � : : : � � Q � 0;

(3.24)

avec � � 0 et o�u TV d�esigne la variation totale d�e�nie en (2.68).

Remarque 3.3. Pour que tous les termes d'attache aux donn�ees soient du même ordre de
grandeur dans le crit�ere 3.24, il est important de normaliser y composante par composante.

A�n d'estimer e�cacement � , nous utilisons la strat�egie algorithmique propos�ee dans [55]
qui consiste �a utiliser une m�ethode d'�eclatement proximal c oupl�ee �a une strat�egie e�cace
pour calculer les op�erateurs proximaux. Le lecteur peut se r�ef�erer �a [55] pour des d�etails
quant �a la strat�egie algorithmique.
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3.4.2 Quanti�cation des performances

Con�guration exp�erimentale. Les performances de la solution du Probl�eme 3.3 sont
�evalu�ees sur des donn�ees synth�etiques, produites num�eriquement par l'inclusion d'un patch
2D 
 A d'une r�ealisation de marche al�eatoire multifractale (voir Exemple 1. 2) de param�etres
(c1 ; c2)A sur un fond 
 B de param�etres (c1 ; c2)B . Le fond et le patch sont normalis�es a�n
d'assurer que la variance locale ne d�epende pas de la position de l'image.

Les simulations sont conduites en utilisant la transform�ee standard des coe�cients d'on-
delettes 2D avec le tenseur orthogonal produit de Daubechies �a 2 moments nuls sur J = 3
�echelles. Le proc�ed�e de segmentation est appliqu�e pourQ = 2, � = 1 et M = J = 3. Pour
chaque composantem 2 f 1; : : : M g, les (vq;m)1� q� Q sont initialement choisis de mani�ere
�equidistante entre min `2 
 ym;` et max`2 
 ym;` . Puis, nous alternons la minimisation de (3.24)
et la r�e-estimation ( vq;j )1� q� Q 5 fois.

Segmentation scalaire vs. vectorielle. Consid�erons le patch 
 A et le fond 
 B respec-
tivement repr�esent�es par la Figure 3.8 (b) en blanc et en noir. Une r�ealisation de texture
multifractale par morceaux z est fournie Figure 3.8 (a) o�u les param�etres du patch sont
(c1 ; c2)A � (0:4; � 0:001) et ceux du fond sont (c1 ; c2)B � (0:5; � 0:1).

La segmentation scalaire dey = bh, originellement envisag�ee pour l'analyse des processus
monofractal par morceaux [176], est illustr�ee par la Figure 3.8-(c)). Nous observons que
segmenterbh fournit de mauvais r�esultats. En e�et, puisque le processusz est multifractal,
toutes les valeurs de r�egularit�e locale h du support de D sont pr�esentes dans tout interval
ouvert de z pour des donn�ees de taille �nie. Par cons�equent, l'estimation locale de h n'est
pas pertinente. De plus, puisque le support deDA et DB se recouvrent, la seule quantit�eh
ne peut pas permettre de discriminer entre 
A et 
 B .

Cette limitation d�emontre le besoin d'examiner des quantit�es mu lti-�echelles li�ees au spectre
multifractal, �a savoir C1 et C2 . En e�et, les r�esultats de segmentation vectorielle de bC1 , bC2 et
( bC1 ; bC2)> , respectivement illustr�es Figure 3.8-(d), Figure 3.8-(e) et Figure 3.8-(f), montrent
que le masque est cette fois-ci estim�e de fa�con satisfaisante.

Performances de segmentation. Pour le même masque repr�esent�e par la Figure 3.8 (b),
nous avons consid�er�e 8 con�gurations report�ees dans la Figure 3.9 permettant de mod�eliser
di��erents �ecarts de c1 et c2 entre les r�egions 
 A et 
 B . De plus, nous avons �egalement
examin�e davantage l'impact de c2 : les r�esultats en bleu correspondent �a un spectreDB �a
support �etendu alors que ceux en orange sont associ�es �a un spectreDB �a support serr�e. Les
performances d'estimation sont quanti��ees en termes de pixels malclass�es et sont moyenn�es
sur 20 r�ealisations.

Sans surprise, segmenterbh o�re dans chaque con�guration de mauvaises performances
d'estimation. Par contre, les r�esultats de segmentation vectorielle de bC1 , bC2 et ( bC1 ; bC2)>

sont syst�ematiquement satisfaisantes. De plus, toutes ces exp�eriences reproduisent le com-
portement esp�er�e suivant : les performances de segmentations associ�ees �a bC1 (resp. bC2) sont
d'autant meilleures que la di��erence de c1 (resp. c2) entre 
 A et 
 B est grande. Cependant,
une inspection plus minitieuse des r�esultats montre qu'une plus grande di��erence de c1 ne
m�ene pas n�ecessairement �a de meilleurs r�esultats de segmentation de bC2 , comme le montre
la ligne orange dans la Figure 3.9 (graphes de gauche). Globalement, on observe que plusy
est informatif (e.g., y = ( bC1 ; bC2)> ), meilleure sera la segmentation.

Finalement, il convient �egalement de noter que la segmentation scalaire debh est seulement
2 fois plus rapide que la segmentation vectorielle debC1 , bC2 ou ( bC1 ; bC2)> . En pratique, les
simulations durent moins d'une minute par image de taillej
 j = 2 9 � 29 pixels.
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(a) z multifractal par morceaux (b) Masque

(c) Segmentation bas�ee surbh (d) Segmentation bas�ee sur bC1

Pixels mal class�es : 29.0 % Pixels mal class�es : 5.7 %

(e) Segmentation bas�ee sur bC2 (f) Segmentation bas�ee sur (bC1 ; bC2)
Pixels mal class�es : 3.0 % Pixels mal class�es : 0.96 %

Figure 3.8 { Illustration des r�esultats de segmentation conjointe. L'image � multi-
fractale par morceaux � z est pr�esent�ee en (a) et a �et�e g�en�er�ee �a partir du masque e n (b).
La solution du Probl�eme 3.2 pour y = bh est illustr�ee en (c). Les solutions du Probl�eme 3.3
pour y = bC1 , bC2 et ( bC1 ; bC2)> sont respectivement illustr�ees en (d), (e) et (f).
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Figure 3.9 { Performances de segmentation conjointe. Comparaison des performances
de segmentation selon le choix de la quantit�ey indiqu�ee en abscisse. Chaque graphe repr�esente
deux con�gurations (bleu et orange) de (c1 ; c2) choisis sur 
 A et 
 B .
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3.5 Conclusion et perspectives

Ce chapitre propose une premi�ere tentative visant �a analyser des processus multifractals
par morceaux caract�eris�es par des propri�et�es multifractales homog�enes di��erentes sur plu-
sieurs r�egions distinctes. Elle repose sur l'estimation locale dans une fenêtre glissante des
quantit�es multi-�echelles c1 et c2, voire C1 et C2, impliqu�ees dans la formulation du spectre
multifractal, combin�ee �a un proc�ed�e d'estimation ou de segment ation.

L'apport des approches TV vectorielles par rapport aux approches scalaires a tout d'abord
�et�e �evalu�e sur des signaux constants par morceaux corrompus par un bruit Gaussien. Nous
avons montr�e que lorsque le SNR est du même ordre de grandeur sur chacune des compo-
santes, alors les approches vectorielles b�en�e�cient d'une erreur de Jaccard plus faible, ce qui
quanti�e une meilleure localisation des positions des discontinuit�es. Des r�esultats similaires
ont ensuite �egalement �et�e obtenus pour l'analyse d'une marche al�eatoire multifractale par
morceaux produit synth�etiquement et reproduisant un cas d'int �erêt pratique.

Nous avons montr�e dans le cas unidimensionel que l'estimation doit être conduite dans
des voisinagesW de grande taille. Cependant, la corr�elation (temporelle ou spatiale) de
bc1 , bc2 , bC1 et bC2 , inh�erente �a la n�ecessit�e d'estimer ces quantit�es dans d es voisinages de
taille signi�cative, est susceptible de compliquer a priori les m�ethodes d'estimation et de
segmentation utilis�ees, reposant sur une formulation par variation totale, qui sont ad�equates
lorsque les signaux �a r�egulariser ne sont pas corr�el�es. Nous envisageons de poursuivre ce travail
en modi�ant les termes d'attache aux donn�ees pr�esents dans les �equations (3.21), (3.24) et
(B.1) a�n de prendre en compte ces corr�elations.

De r�ecentes �etudes [72, 73, 190] ont montr�ees l'int�erêt d'analyser les propri�et�es multifrac-
tales du rythme cardiaque foetal (RCF) pour caract�eriser l'�etat de sant�e du foetus. Nous
envisageons alors la possibilit�e d'estimer les discontinuit�es de (bc1 ; bc2)> comme un moyen de
quanti�er l'�evolution de la sant�e du foetus au cours du temps. A�n d 'o�rir une estimation
des discontinuit�es au fur et �a mesure de l'acquisition du RCF, nous proposons dans le cha-
pitre suivant une solution algorithmique permettant de fournir une solution approch�ee du
Probl�eme 3.1 �a la vol�ee.

Le proc�ed�e de segmentation propos�e au Probl�eme 3.3 d�emontre des performances tr�es
satisfaisantes mais repose sur la forte hypoth�ese que� q � � q;m (8m 2 f 1; : : : ; M g). D'un
côt�e, cela a l'avantage de d�e�nir des partitions (
 1; : : : ; 
 Q) communes �a toutes lesM com-
posantes. De l'autre côt�e, cela implique que les performances sont tr�es sensibles au choix
arbitraire et �a l'ordre des niveaux vq;m. A�n de pallier cette limitation, di��erents termes
de r�egularisation sont actuellement envisag�es pour permettre unestrat�egie de segmentation
plus 
exible. Un premier pas dans cette direction peut par exempleêtre li�e �a l'utilisation
du tenseur de structure de la variation totale, dont la m�ethode est d�ecrite dans l'Annexe B,
qui permet d'introduire des corr�elations entre les composantes sans toutefois permettre une
segmentation conjointe.



74 CHAPITRE 3. ANALYSE MULTIFRACTALE INHOMOG �ENE



Chapitre 4

Estimation `1;2-TV �a la vol�ee
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Extension vectorielle. Dans le chapitre pr�ec�edent, nous avons d�emontr�e l'int�erêt de
consid�erer des approches TV vectorielles pour d�etecter les r�egions o�u le spectre multifrac-
tal di��ere via l'estimation des discontinuit�es conjointes �a ( bc1 ; bc2) voire ( bC1;j ; bC2;j ) j . L'ex-
tension vectorielle �emerge �egalement dans de nombreux contextes comme par exemple dans
certaines applications biom�edicales o�u l'objectif est d'extrair e les discontinuit�es conjointes
pr�esentes dans des donn�ees multivari�ees, e.g., donn�ees EEG [98]. Ce type de probl�eme s'ap-
plique �egalement aux donn�ees �a valeurs complexes qui peuvent naturellement s'interpr�eter
comme une quantit�e vectorielle, i.e., la partie r�eelle et la partie complexe des donn�ees. D'un
point de vue bay�esien, des solutions �el�egantes ont �et�e propos�ees en [69, 167] et des strat�egies
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it�eratives e�caces ont r�ecemment �et�e introduites en [26, 107].

Algorithmes �a la vol�ee. A�n d'adresser le probl�eme li�e au temps de calcul dû �a la nature
it�erative des algorithmes proximaux pour r�esoudre le Probl�eme 2.2, des proc�ed�es alternatifs
ont �et�e �etudi�es, tel quel l'algorithme � taut string � utilis�e commun�ement dans la litt�erature
statistique [141]. Tr�es r�ecemment, un algorithme rapide reposant sur la formulation duale et
l'analyse des conditons de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) a �et�e propos �e en [52] pour r�esoudre
le Probl�eme 2.2. Contrairement �a l'algorithme � taut string � , ce dernier permet d'�eviter des
sommes cumul�ees, pouvant potentiellement mener �a des valeurs excessives et par cons�equent
�a des erreurs num�eriques. Une autre sp�eci�cit�e de cet algorit hme concerne son comportement
�a la vol�ee , c'est-�a-dire qu'il ne n�ecessite pas l'observation de toute la s�erie temporelle avant
de fournir une solution sur une sous-partie. Les algorithmes �a la vol�ee pourraient être d'un
int�erêt crucial pour les probl�emes de surveillance en temps r�eel rencontr�es notamment dans
le milieu m�edical [97, 33].

Contribution Dans ce contexte, le pr�esent chapitre �elabore �a partir de [52] un algorithme
�a la vol�ee permettant de r�esoudre le Probl�eme 3.1. Nous illusterons en premier lieu le com-
portement non local du probl�eme vectoriel par opposition au caract�ere local du probl�eme
scalaire, ce qui d�emontre que tout algorithme �a la vol�ee pour r�esoudre le Probl�eme 3.1 ne
fournira seulement une solution approch�ee. A partir de cette observation et de la r�e�ecriture
des conditions de KKT r�esultant de la formulation duale du Probl�eme 3.1 sp�eci��ees �a la
Section 4.2, un algorithme rapide et �a la vol�ee est d�eriv�e �a la Section 4.3. Les performances
en termes de qualit�e de la solution et de gains de temps de calcul sontpr�esent�ees dans la
Section 4.4.

R�ef�erence. Ce chapitre s'appuie sur la contribution [87] et est le r�esultat d'une collabora-
tion avec L. Condat. Une vid�eo d�emontrant le caract�ere �a la vol�ee de l'algorithme ainsi que
les routinesMatlab correspondantes sont disponibles �a l'adressehttp://perso.ens-lyon.
fr/jordan.frecon .

Notations. Soit u = ( um;n )1� m� M; 1� n� N 2 RM � N un signal multivari�e, o�u pour chaque
m 2 f 1; : : : ; M g, u m = ( um;n )1� n� N 2 RN correspond �a la m-�eme composante alors que la
n-�eme valeur sera raccourcie enun = ( um;n )1� m� M 2 RM . Pour tout n 2 f 1; : : : ; N g, nous
utiliserons �egalement les fonctions suivantes : abs(un ) = ( jum;n j)1� m� M 2 RM et sgn(un ) =�

sgn(um;n )
�

1� m� M 2 RM .

4.1 Nature non locale du probl�eme `1;2-TV

Il existe une di��erence de nature fondamentale entre l'estimation scalaire (M = 1) et
vectorielle (M > 1). La premi�ere est intrins�equement de nature locale [52, 136] alors que la
seconde est non locale. Nous entendons par local le fait que la solution �aune position donn�ee
ne d�epend pas du signal localis�e avant (resp. apr�es) la discontinuit�e pr�ec�edente (resp. sui-
vante). A�n d'expliquer cette notion, nous proposons l'exp�erience suivante dont les r�esultats
sont illustr�es Figure 4.1. Les r�esultats associ�es �a l'estimation scalaire (resp. vectorielle) sont
pr�esent�es sur le graphe de gauche (resp. droite).

Premi�erement, consid�erons la quantit�e scalaire y 2 RN (N = 180), compos�ee de la
somme d'un signal constant par morceaux et d'un bruit blanc Gaussien (gris, graphe en
haut �a droite). La solution bx du Probl�eme 2.2 est a�ch�ee en traits pleins rouges. Nous
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Figure 4.1 { Nature non locale ( `1;2-TV) vs. locale ( `1-TV). Gauche : solutions du
Probl�eme 3.1 pour M = 2 (haut : 1�ere composante, bas : 2�eme composante). Droite : solutions
du Probl�eme 2.2. Observations y (gris), solution bx (rouge), concat�enation des solutionsbx �

et bx+ (bleu pointill�es).

consid�erons �egalement les solutions du Probl�eme 2.2 appliqu�es �a deux partitions de y obte-
nues en scindanty en deux, i.e.,y � = ( yn )1� n� N=2 et y+ = ( yn )N=2+1 � n� N . Les solutions
bx � et bx + du Probl�eme 2.2 respectivement associ�ees �ay � et y+ sont concat�en�ees en une
solution repr�esent�ee Figure 4.1 en traits pointill�es bleus. Nous observons qu'il n'existe aucune
di��erence entre bx et la concat�enation de bx � et bx + , illustr�ee Figure 4.1, mis �a part pour le seg-
ment qui contient le point de concat�enation. La di��erence autour du p oint de concat�enation
est en e�et attendue car bx utilise une information (la continuit�e entre y � et y+ ) qui n'est
pas disponible lorsque les solutionsbx � et bx + sont calcul�ees. Le fait qu'il n'existe aucune
di��erence ailleurs illustre la nature locale de la solution du Pr obl�eme 2.2.

Cette exp�erience est maintenant reconduite pourM = 2 car c'est le plus simple repr�esentatif
du cas vectorielM > 1. Nous consid�erons cette fois-ci une quantit�e vectorielley = ( y1 ; y2)> 2
R2� N (N = 180) �egalement compos�ee de la somme de signaux constants par morceaux
et de bruits blancs Gaussien (en gris, Figure 4.1, 1�ere et 3�eme lignes). Deux partitions
y � = ( y1;n ; y2;n )1� n� N=2 et y+ = ( y1;n ; y2;n )N=2+1 � n� N obtenues en scindanty en deux
sont �egalement consid�er�ees. Les solutions du Probl�eme 3.1, appliqu�e �a y ; y � ; y+ , respective-
ment not�ees bx, bx � et bx+ sont obtenues pour� = 20 via l'Algorithme 5. Les solutions bx � et
bx+ respectivement associ�ees �ay � et y+ sont concat�en�ees et repr�esent�ees Figure 4.1 en traits
bleus pointill�es, tandis que bx est illustr�e en rouge. Contrairement au casM = 1, la di��erence
entre bx et la concat�enation de bx � et bx+ , a�ch�ee en noir sur le graphique du bas, est di��erente
de 0 sur l'ensemble du support dey , montrant clairement la nature non locale debx lorsque
M > 1.

Dans le cas scalaire, la nature locale de la solution permet de mettre aupoint un algo-
rithme �a la vol�ee, dit � taut-string � , qui consiste �a trouver la corde (� string � ) de longueur
minimale (appel�ee � taut string � ) contenue dans le tube de rayon� autour de la primitive
de y . La solution bx du Probl�eme 2.2 (`1-TV) est ensuite obtenue en calculant la d�eriv�ee de
la � taut string � . Une strat�egie e�cace a �et�e propos�ee en [58] a�n de d�eterminer dir ecte-
ment (i.e., sans it�erations) les points de contact entre la � taut string � et le tube. Bien que
cette approche puisse être g�en�eralis�ee au cadre vectoriel, la d�etection des points de contact
requiert en plus l'angle du contact entre la � taut string � et le tube. Or, cette information
est justement non locale, ce qui implique que minimiser le Probl�eme 3.1 �a la vol�ee est un
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probl�eme di�cile qui ne peut pas être r�esolu localement. Cett e interpr�etation sera discut�ee
plus en d�etail dans la Section 4.2.2.

La nature non locale du Probl�eme 3.1 implique que l'on ne puisse pas esp�erer trouver la
solution exacte �a l'aide d'un algorithme �a la vol�ee. Par cons�equent , dans ce chapitre, nous
pr�esenterons un algorithme �a la vol�ee permettant de fournir une approximation de bonne
qualit�e de la solution exacte du Probl�eme 3.1. Un param�etre de contrôle jQj , qui sera d�e�ni
dans la Section 4.2.3, permettra de contrôler le compromis entre la qualit�e de l'approximation
et le temps d'ex�ecution.

4.2 Conditions de Karush-Kuhn-Tucker

4.2.1 Formulation duale

Nous rappelons ci-dessous la formulation duale du Probl�eme 3.1 au sens dela dualit�e de
Fenchel-Moreau-Rockafellar (voir Section 2.2.1 et [81, 156, 180]) :

Probl�eme 4.1 (Probl�eme `1;2-TV dual) . Soient y = ( y1 ; : : : ; yM )> 2 RM � N et � � 0. On
appelle probl�eme`1;2-TV dual le probl�eme consistant �a trouver

bu = arg min
u=( u 1 ;:::;u M )> 2 RM � ( N � 1)

1
2

MX

m=1

kym + L � u m k2 assujetti �a

(8n 2 f 1; : : : ; N � 1g) kunk � �; (4.1)

o�u, pour tout m 2 f 1; : : : ; M g et n 2 f 2; : : : ; N � 2g,

(L � bu m )n = bum;n � 1 � bum;n (4.2)

et (
(L � bu m )1 = � bum;1;

(L � bu m )N = bum;N � 1:
(4.3)

Remarque 4.1. Notons que la formulation duale usuelle implique� u m �a la place de u m

dans (4.1). Nous choisissons cette d�e�nition par souci de coh�erence avec les r�esultats obtenus
en [52].

D'apr�es le Lemme 2.1, les solutions optimalesbu 2 RM � (N � 1) et bx 2 RM � N du Probl�eme 4.1
dual et du Probl�eme 3.1 primal sont reli�ees par

(
(8m 2 f 1; : : : ; M g) bx m = ym + L � bu m ;

(8n 2 f 1; : : : ; N � 1g) bun 2 � �@k � k(bxn+1 � bxn ):
(4.4)

A partir de (4.4), nous obtenons directement les conditions n�ecessaires et su�santes d'opti-
malit�e :

Proposition 4.1. Les solutions du Probl�eme 4.1 dual et du Probl�eme 3.1 primal satisfont
les conditions n�ecessaires et su�santes suivantes. Pour toutm 2 f 1; : : : ; M g,

bx m = ym + L � bu m ; (4.5)

et, pour tout n 2 f 1; : : : ; N � 1g,
(

si bxn = bxn+1 alors kbunk � �;

si bxn 6= bxn+1 alors bun = � � bx n +1 � bx n
kbx n +1 � bx n k :

(4.6)
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bu1;n > 0

bun

�

bu2;n > 0

bun = (0; � )

�

Figure 4.2 { Comparaison entre les discontinuit�es simultan�ees et non-simult an�ees
dans l'espace dual. Gauche : la positionn est appropri�ee pour introduire un changement
d'amplitude n�egatif sur les deux composantes. Droite : la position n est appropri�ee pour
introduire un changement d'amplitude n�egatif sur la 2�eme composante seulement.

La premi�ere condition dans (4.6) correspond au cas o�u toutes les composantes m 2
f 1; : : : ; M g gardent la même valeur �a l'instant n+1 que celle �a l'instant n. Cette con�guration
est illustr�ee Figure 4.2 (graphe de gauche) pourM = 2. La seconde condition mod�elise les
situations o�u certaines composantesm de bx admettent une discontinuit�e entre les instants n
et n + 1. Entre autre, la con�guration o�u toutes les composantes de bx ne changent pas simul-
tan�ement de valeur est particuli�erement int�eressante (voir F igure 4.2 graphe de droite). En
e�et, en pr�esence de bruit cette condition est tr�es rarement rencontr�ee. Par cons�equent, dans
la suite de ce chapitre nous ne consid�ererons que le cas o�u les discontinuit�es sont simultan�ees
sur toutes les composantes.

Remarque 4.2. La Proposition 4.1 pour M = 1 m�ene aux conditions de KKT usuellement
associ�ees au Probl�eme 2.2 (̀ 1-TV) :

8
><

>:

si bxn > bxn+1 alors bun = + �;

si bxn < bxn+1 alors bun = � �;

si bxn = bxn+1 alors bun 2 [� �; + � ]:

(4.7)

Par ailleurs, l'algorithme �a la vol�ee propos�e en [52] et permettant de r�esoudre le Probl�eme 2.2
(`1-TV) est d�eriv�e �a partir des Conditions (4.7).

4.2.2 R�e�ecriture des conditions de KKT

Contrairement aux Conditions (4.7) pour l'estimation scalaire, les conditions dans le cadre
vectoriel d�eriv�ees dans la Proposition 4.1 ne sont pas directementutilisables en pratique pour
mettre au point un algorithme �a la vol�ee car bxn+1 � bxn est a priori inconnu �a l'instant n.

Par cons�equent, nous proposons de r�e�ecrire la seconde condition de(4.6) par l'interm�ediaire
de variables auxiliaires non-n�egatives (bzn )1� n� N � 1 telles que

(
si bxn = bxn+1 alors kbunk � �;

si bxn 6= bxn+1 alors bun = � sign(bxn+1 � bxn ) � bzn ;
(4.8)

o�u bzn = � abs(bx n +1 � bx n )
kbx n +1 � bx n k et o�u � est le produit matriciel de Hadamard. D�es lors, la Proposi-

tion 4.1 peut être reformul�ee composante par composante comme suit :

Proposition 4.2. Les solutions du Probl�eme 3.1 primal et du Probl�eme 4.1 dual satisfont les
conditions n�ecessaires et su�santes suivantes. Il existe des variablesauxiliaires non-n�egatives
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(bzn )1� n� N � 1 telles que, pour toutm = f 1; : : : ; M g et n 2 f 1; : : : ; N � 1g,
8
><

>:

si bxm;n > bxm;n +1 alors bum;n = + bzm;n ;

si bxm;n < bxm;n +1 alors bum;n = � bzm;n ;

si bxm;n = bxm;n +1 alors bum;n 2 [� bzm;n ; + bzm;n ];

(4.9)

aveckbznk = � et
bx m = ym + L � bu m : (4.10)

La comparaison entre les �equations (4.7) et (4.9) souligne la similarit�e entre les conditions
n�ecessaires et su�santes du Probl�eme 2.2 et du Probl�eme 3.1. En e�et, les conditions impli-
quant � dans le cas scalaire impliquent le vecteur auxiliairebz dans le cas vectoriel. Le fait
que bz varie pour chaque paire (m; n) peut s'interpr�eter dans les proc�edures � taut string �

comme la variation de l'angle de contact entre le tube de rayon� et la � taut string � . C'est
justement le manque de connaissance surbz qui augmente drastiquement la di�cult�e pour
mettre au point un algorithme �a la vol�ee.

4.2.3 Solution approch�ee

Si l'on suppose quebz est connua priori de telle mani�ere que, pour tout n 2 f 1; : : : ; N � 1g,
kbznk = � , alors le probl�eme primal associ�e aux Conditions (4.9) s'�enonce ainsi

min
x =( x 1 ;:::;x M )2 RM � N

MX

m=1

 
1
2

kym � x m k2 +
N � 1X

n=1

bzm;n j(Lx m )n j

!

(4.11)

et peut être interpr�et�e comme M Probl�emes 2.2 (̀ 1-TV) ayant des param�etres de r�egularisation
variant dans le temps, c-�a-d, (bzm )1� m� M .

L'approximation que nous faisons ici consiste �a restreindre l'estimation des valeurs debz
�a partir d'un ensemble pr�ed�e�ni Q = f � (1) ; : : : ; � (jQj )g choisi de fa�con �a ce que pour tout
q 2 f 1; : : : ; jQjg, � (q) = ( � (q)

m )1� m� M 2 RM satisfassek� (q)k = � .

La strat�egie la plus naive consisterait donc �a r�esoudre M Probl�emes 2.2 (̀ 1-TV) pour
les jQj valeurs candidates debz, c'est-�a-dire trouver pour chaque m = f 1; : : : ; M g et q =
f 1; : : : ; jQjg,

bx (q)
m = arg min

x m 2 RN

1
2

kym � x m k2 + � (q)
m kLx m k1 (4.12)

et mettre au point une m�ethode pour choisir la solution parmi les jQj possibles. Par exemple,
choisir celle qui maximise quelque crit�ere de qualit�e f que ce soit, i.e.,

bx = bx (q� ) o�u q� = arg max
1� q�jQj

f (bx (q) ): (4.13)

Bien que cette m�ethode pourrait être mise en oeuvre en parall�elisant M algorithmes �a la vol�ee
r�esolvant le Probl�eme 2.2 ( `1-TV), cette situation correspondrait au cas o�u l'estim�ee de z est
constante, c-�a-d, ~z = � (q� )1N . Par cons�equent, les changements de valeurs moyennes seraient
trait�ees ind�ependamment sur chacune des composantes et aucune parcimonie de groupe ne
serait impos�ee sur (L bx 1 ; : : : ; L bx M )> .

A�n de pouvoir b�en�e�cier �a la fois d'une impl�ementation �a la vol �ee et de la parcimonie
de groupe, nous proposons une solution algorithmique bas�ee sur un estimateur constant par
morceaux debz d�etaill�e dans la prochaine section.
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4.3 Solution algorithmique �a la vol�ee

Dans la suite, nous commen�cons par �etendre au cadre vectoriel l'algorithme �a la vol�ee
propos�e en [52] tout en supposant quebz est connua priori . Cette hypoth�ese forte, irr�ealiste
en pratique, nous permet de d�ecrire facilement les �etapes de l'algorithme. Puis, nous nous
sommes int�eress�es �a la question de l'estimation automatique et �a la vol�ee debz parmi les valeurs
pr�esentes dansQ. De fait, nous introduisons par cons�equent le param�etre jQj contrôlant la
qualit�e de l'approximation. Les principales �etapes de l'algorithme �a la vol�ee sont r�esum�ees
dans l'Algorithme 6. Tout comme dans [52], la m�ethode propos�ee est �egalement bas�ee sur
l'encadrement conjoint des solutions primales et dualesbx et bu par des bornes inf�erieures et
sup�erieures mises �a jour au fur et �a mesure que l'observationy est parcourue.

Algorithme 6 Principe de l'algorithme �a la vol�ee pour r�esoudre le Probl�eme 4.1 (`1;2-TV).

1: Fixer n0 = 1.
2: Tant que n0 < N faire
3: Fixer n  n0

4: Initialiser les bornes primales et duales
5: Tant que R�egle 1 est satisfaite faire
6: Fixer n  n + 1
7: Pour m 2 f 1; : : : ; M g faire
8: Mettre �a jour les bornes primales et duales
9: Si R�egle 2 n'est pas satisfaitealors

10: Recalculer les bornes primales et duales
11: Estimer la discontinuit�e nrupt

12: Estimer (bxj )n 0 � j � n rupt

13: Fixer n0  nrupt + 1
Sortie : Solution bxapprox

La conception de l'Algorithme 6 repose sur la sp�eci�cation de la R�egle 1 et de la R�egle 2
permettant respectivement de d�etecter une discontinuit�e et de trouver sa position grâce �a la
Proposition 4.2..

4.3.1 Cas id�eal o�u bz est connu

4.3.1.1 Bornes inf�erieures et sup�erieures

D'apr�es la Proposition 4.2, la solution du probl�eme primal, la solution du probl�eme dual
et la variable auxiliaire doivent satisfaire, pour tout n 2 f 0; : : : ; N � 1g

8
><

>:

bun+1 = yn+1 + bun � bxn+1 ;

abs(bun+1 ) � bzn+1 ;

kbzn+1 k = �:

(4.14)

avec bu0 = buN = 0. Si l'on consid�ere les deux premi�eres conditions, la conditionde prolonga-
tion bxn+1 = bxn m�ene �a

(
yn+1 � bxn � bzn+1 � bun ;

yn+1 � bxn + bzn+1 � bun :
(4.15)

En suivant le même raisonnement d�eriv�e dans [52] pour le cas scalaire, on peut v�eri�er si la
condition de prolongation (4.15) est satisfaite en raisonnant sur en encadrement de bun et bxn .
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D�e�nition 4.1 (Bornes locales inf�erieures et sup�erieures debun et bxn ). Pour tout n 2
f 1; : : : ; N � 1g, on d�e�nit les bornes inf�erieures et sup�erieures de bxn , not�ees respectivement
xn et xn , telles que

xn � bxn � xn ; (4.16)

et l'on note un et un comme suit :

(8m 2 f 1; : : : ; M g)

(
bum;n = um;n si bxm;n = xm;n ;

bum;n = um;n si bxm;n = xm;n ;
(4.17)

o�u un et un sont respectivement la bornes sup�erieure et inf�erieure debun , i.e.

un � bun � un ; (4.18)

D�emonstration. D'apr�es la relation primale-duale (4.4), pour tout m 2 f 1; : : : ; M g et n 2
f 1; : : : ; N � 1g,

bum;n = ym;n + bum;n � 1 � bxm;n ; (4.19)

et par d�e�nition des bornes inf�erieures et sup�erieures de bxm;n et bum;n , nous obtenons

um;n = ym;n + bum;n � 1 � xm;n ; (4.20)

um;n = ym;n + bum;n � 1 � xm;n : (4.21)

En soustrayant (4.20) �a (4.19) nous obtenons

bum;n � um;n = xm;n � bxm;n < 0 (4.22)

en cons�equence de (4.16). De la même mani�ere, on montre quebum;n > um;n .

4.3.1.2 R�egles de mise �a jour & R�egle 1

La condition de prolongation bxn+1 = bxn , qui a men�e �a (4.15), peut être r�e�ecrite �a l'aide
des bornes surbxn et bun comme suit :

(
yn+1 � xn � bzn+1 � un ;

yn+1 � xn + bzn+1 � un :
(4.23)

Si cette derni�ere condition, appel�ee R�egle 1, est v�eri��ee, al ors d'apr�es la relation primale-
duale (4.10), nous pouvons mettre �a jour les bornes inf�erieures et sup�erieures �a la position
n + 1 comme suit : (

un+1 = yn+1 + un � xn ;

un+1 = yn+1 + un � xn ;
(4.24)

et (
xn+1 = xn ;

xn+1 = xn :
(4.25)

Remarque 4.3. De mani�ere �equivalente, on peut syst�ematiquement mettre �a jour les bornes
primales (resp. duales) selon(4.24) (resp. (4.25)) puis ensuite v�eri�er si la r�e�ecriture suivante
de la condition de prolongation (4.23) est v�eri��ee :

(
un+1 � � bzn+1 ;

un+1 � + bzn+1 :
(4.26)

C'est le choix que nous adopterons dans la suite de ce chapitre.
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4.3.1.3 Prolongation du signal & R�egle 2

Si la R�egle 1 (i.e. Condition (4.23) ou de mani�ere �equivalente (4.26)) est v�eri��ee, alors
l'hypoth�ese bxn+1 = bxn est valide. Par contre, les bornes sup�erieures et inf�erieuresdoivent
peut-être être mises �a jour a�n de respecter bun+1 2 [� bzn+1 ; + bzn+1 ]. D'apr�es (4.18), cette
condition n�ecessite de v�eri�er que la R�egle 2 suivante soit valide :

(
un+1 � + bzn+1 ;

un+1 � � bzn+1 :
(4.27)

Pour tout m 2 f 1; : : : ; M g, trois con�gurations peuvent être rencontr�ees :

| Si les deux Conditions (4.27) sont satisfaites, les bornes sont inchang�ees.

| Si um;n +1 = um;n + ym;n +1 � xm;n > + bzm;n +1 , alors les r�egles de mises �a jour sp�eci��ees
en (4.25) ont sous-�evalu�ees la borne sup�erieure

� m � xm;j (8j 2 f n0; : : : ; n + 1g) (4.28)

o�u n0 est la position de d�epart du dernier segment. Puisqueum;n +1 est d�elimit�e sup�erieu-
rement par + bzm;n +1 et, que pour une telle valeur on peut montrer que

� m = xm;n +
um;n +1 � bzm;n +1

n � n0 + 1
; (4.29)

nous proposons d'e�ectuer les mises �a jour suivantes
(

(8j 2 f n0; : : : ; n + 1g) xm;j = � m ;

um;n +1 = + bzm;n +1 :
(4.30)

| Si um;n +1 < � bzm;n +1 , alors la borne inf�erieure

� m � xm;j (8j 2 f n0; : : : ; n + 1g) (4.31)

a �et�e sur-�evalu�ee. De la même mani�ere, puisque um;n +1 est born�e inf�erieurement par
� bzm;n +1 , nous pouvons montrer que la borne sup�erieure

� m = xm;n +
um;n +1 + bzm;n +1

n � n0 + 1
; (4.32)

permet d'assurer la coh�erence des mises �a jour suivantes
(

(8j 2 f n0; : : : ; n + 1g) xm;j = � m ;

um;n +1 = � bzm;n +1 :
(4.33)

D�emonstration. Pour tout m 2 f 1; : : : ; M g et n 2 f n0; : : : ; N � 2g, si

um;n +1 = um;n + ym;n +1 � xm;n > + bzm;n +1 ; (4.34)

alors les r�egles de mise �a jour dexm;n , sp�eci��ees en (4.25), ont sous-�evalu�ees sa valeur� m .
D'un côt�e, a�n de modi�er les bornes inf�erieures ( xm;n )k0 � j � n+1 , on consid�ere la somme

cumul�ee des observations qui, selon (4.4), m�ene �a

n+1X

j = n0+1

ym;j = um;n +1 � um;n 0 + ( n � n0 + 1) xm;n +1 ; (4.35)
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et qui, si um;n +1 = + bzm;n +1 , m�enerait �a

n+1X

j = n0+1

ym;j = bzm;n +1 � um;n 0 + ( n � n0 + 1) � m ; (4.36)

par d�e�nition de xm;n +1 = � m .
D'un autre côt�e, les r�egles de mise �a jour (4.24) et (4.25) ont men�ees �a

um;n +1 = um;n 0
+

n+1X

j = n0+1

ym;j � (n � n0 + 1) xm;n : (4.37)

La combinaison de (4.36) et (4.37) conduit �a

� m = xm;n +
� um;n 0

+ um;n +1 � bzm;n +1 + bum;n 0

n � n0 + 1
: (4.38)

Puisque xm;n a �et�e sous-�evalu�ee et que par d�e�nition bum;n 0 � um;n 0
, nous pouvons ainsi

proposer la valeur suivante

� m = xm;n +
um;n +1 � bzm;n +1

n � n0 + 1
; (4.39)

a�n d'ajuster les bornes inf�erieures, i.e.,

(8j 2 f n0; : : : ; n + 1g) xm;j = � m : (4.40)

En plus, en cons�equence debum;n +1 2 [� bzm;n +1 ; + bzm;n +1 ] et d'apr�es l'in�egalit�e (4.18), nous
assignons

um;n +1 = + bzm;n +1 : (4.41)

La d�emonstration est similaire dans le casum;n +1 < � bzm;n +1 .

4.3.1.4 Estimer la position de la discontinuit�e nrupt

Si la R�egle 1 n'est pas v�eri��ee �a la position n, une discontinuit�e doit être introduite
dans l'intervalle f n0; : : : ; ng. A�n d'estimer sa position nrupt , nous avons besoin de distinguer
trois cas pour tout m 2 f 1; : : : ; M g :

| Si um;n +1 = um;n + ym;n +1 � xm;n < � bzm;n +1 , alors, puisque um;n est born�e, cela
implique que xm;n est sur�evalu�e et par cons�equent un changement d'amplitude n�egatif
doit être introduit sur la m-�eme composante a�n de d�ecrô�tre sa valeur. A partir de la
Proposition 4.2 et de l'Equation (4.18), l'ensemble des positions� m appropri�ees pour
introduire une discontinuit�e sur la m-�eme composante est

� m = f j 2 f n0; : : : ; ng j um;j = + bzm;j g: (4.42)

Ces positions correspondent aux indicesj pour lesquels la borneum;j a �et�e mise �a jour
a�n de v�eri�er la condition bum;j 2 [� bzm;j ; bzm;j ] (voir paragraphe pr�ec�edent).

| Si um;n +1 > + bzm;n +1 , alors un changement d'amplitude positif doit être introduit sur
la m-�eme composante. L'ensemble des positions� m appropri�ees pour introduire une
discontinuit�e sur la m-�eme composante est

� m = f j 2 f n0; : : : ; ng j um;j = � bzm;j g: (4.43)

Ces positions correspondent aux indicesj pour lesquels la borneum;j a �et�e mise �a jour
a�n de v�eri�er la condition bum;j 2 [� bzm;j ; bzm;j ].
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| Sinon, la m-�eme composante satisfait (4.15) et aucun changement ne doit être introduit.
Cependant, puisque l'on consid�ere le cas o�u les discontinuit�es ont lieu simultan�ement
sur toutes les composantes, on d�e�nit � m = f n0; : : : ; ng.

La position de la discontinuit�e nrupt correspond �a la derni�ere position pour laquelle on
peut introduire le changement d'amplitude ad�equat sur chacune des composantes, i.e.,

nrupt = max
j 2\ M

m =1 � m

j: (4.44)

Une fois quenrupt a �et�e estim�e, nous pouvons d�e�nir la valeur ( bx j )n0 � j � n rupt
. Lorsqu'un

changement d'amplitude n�egatif est d�etect�e sur la m-�eme composante, on assigne

(8j 2 f n0; : : : ; nrupt g) bxm;j = xm;n +1 ; (4.45)

en accord avec (4.17). De la même mani�ere, lorsqu'un changement d'amplitude positif est
d�etect�e, on assigne

(8j 2 f n0; : : : ; nrupt g) bxm;j = xm;n +1 : (4.46)

4.3.1.5 Commencer un nouveau segment

Lorsqu'un segment est cr�e�e, on commence la d�etection d'un nouveausegment �a partir
de n0 = nrupt + 1 tant que n0 < N .

D'apr�es (4.4) et par d�e�nition des bornes, pour tout n 2 f 1; : : : ; N g

(
xn = yn � un + bun� 1;

xn = yn � un + bun� 1:
(4.47)

En particulier, pour n = n0, combiner (4.9), (4.16), (4.17) et (4.24) nous permet de d�eriver
la proc�edure d'initialisation suivante

(
un0

= + bzn0 ;

un0 = � bzn0 ;(
xn0

= yn0 � bzn0 + bun0 � 1;

xn0 = yn0 + bzn0 + bun0 � 1;

(4.48)

o�u la valeur de bun0 � 1 est donn�ee par la Proposition 4.2. De plus, d'apr�es la r�e�ecriture de
(4.14), bu0 = 0.

4.3.2 Estimation du vecteur auxiliaire bz

A�n de pr�esenter les �etapes de l'algorithme, nous avons jusqu'�a pr�esent suppos�e bz connu
a priori . Dans cette section, nous montrons comment modi�er l'algorithme pour estimer
simultan�ement bz et bx.

Pour obtenir une solution approch�ee �a la vol�ee, nous proposons de :

| construire un estimateur constant par morceaux ez de bz,

| consid�erer seulement les discontinuit�es conjointes sur tout es les composantesm 2
f 1; : : : ; M g.
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4.3.2.1 Estimateur constant par morceaux de bz

Nous proposons un estimateur constant par morceaux dont les valeurs entre chaque dis-
continuit�es appartiennent �a un ensemble pr�ed�e�ni Q introduit �a la Section 4.2.3. Pour chaque
valeur candidate � (q) o�u q 2 f 1; : : : ; jQjg, on associe des bornes sup�erieures et inf�erieures
not�ees u (q)

n , u (q)
n , x (q)

n , et x (q)
n . Elles sont initialis�ees �a chaque position de d�epart n0 d'un

nouveau segment et mises �a jour ind�ependamment pour chaqueq 2 f 1; : : : ; jQjg selon (4.24)
et (4.25) jusqu'a ce que la condition de prolongation

(
u (q)

n+1 � � � (q) ;

u (q)
n+1 � + � (q) ;

(4.49)

bas�ee sur (4.26), ne soit plus v�eri��ee. Dans la suite, nous examinons comment modi�er l'al-
gorithme d�ecrit �a la Section 4.3.1, a�n de prendre en compte la s�election automatique de ez
parmi Q. L'algorithme qui en r�esulte est l'Algorithme 7.

4.3.2.2 Estimer les positions candidates de la discontinuit�e n(q)
rupt

Pour chaque q 2 f 1; : : : ; jQjg, on estime les positions des discontinuit�esn(q)
rupt tel que

nous l'avons pr�ec�edemment d�ecrit �a la Section 4.3.1.4. Toutefois, la principale di��erence ici est
que nous nous restreignons �a des discontinuit�es simultan�ees sur toutes les composantes. Nous
avons d�ej�a d�etaill�e avant la Proposition 4.1 que la cr�eation de di scontinuit�es non-simultan�ees
avait une probabilit�e quasi nulle de se produire. D�es lors, la restriction aux discontinuit�es
simultan�ees ne va pas impacter la solution.

Par cons�equent, pour chaqueq 2 f 1; : : : ; jQjg, d�es qu'au moins une composantem 2
f 1; : : : ; M g ne v�eri�e pas la condition de prolongation (4.49), une discontinuit�e doi t être
cr�eee. Par exemple, siu(q)

m;n +1 < � � (q)
m (resp. u(q)

m;n +1 > � (q)
m ), alors l'ensemble des positions

� (q)
m appropri�ees pour introduire une discontinuit�e sur la m-�eme composante est

� (q)
m = f j 2 f n0; : : : ; ng j u(q)

m;j = + � (q)
m g (4.50)

(resp. � (q)
m = f j 2 f n0; : : : ; ng j u(q)

m;j = � � (q)
m g): (4.51)

Pour les composantes v�eri�ant (4.49), nous proposons l'heuristique suivante pour d�eterminer
le type de discontinuit�e et les positions de discontinuit�e le plus probable : 8m� 6= m tel que
u(q)

m � ;n+1 + u(q)
m � ;n+1 < 0, alors

� (q)
m �

= f j 2 f n0; : : : ; ng j u(q)
m � ;j = + � (q)

m g (4.52)

et, 8m+ 6= m tel que u(q)
m+ ;n+1 + u(q)

m+ ;n+1 � 0, alors

� (q)
m+

= f j 2 f n0; : : : ; ng j u(q)
m+ ;j = + � (q)

m g: (4.53)

Un exemple pour M = 2 et pour lequel la seconde composante viole la Condition (4.49)
est illustr�e Figure 4.3. La position de la discontinuit�e n(q)

rupt et la valeur assign�ee �a bx (q) sur
le segment en cours sont toutes deux estim�ees comme pr�ec�edemment, voir (4.44), (4.45) et
(4.46).



4.3. SOLUTION ALGORITHMIQUE �A LA VOL �EE 87

u(q)
2;n+1

OM
u(q)

2;n+1

.
u(q)

1;n+1

u(q)
1;n+1

/

u(q)
2;n+1

OM

/.

u(q)
2;n+1

u(q)
1;n+1

u(q)
1;n+1

Figure 4.3 { Exemple de con�gurations menant �a la d�etection d'une discontinui t�e .
Dans cet exempleM = 2, � (q)

1 = � (q)
2 = �=

p
2. Puisqueu(q)

2;n+1 > � (q)
2 , la condition (4.49) est

viol�ee. Le graphique de gauche (resp. droite) illustre la con�guration u(q)
1;n+1 + u(q)

1;n+1 < 0

(resp. u(q)
1;n+1 + u(q)

1;n+1 � 0) d�ecrite �a la Section 4.3.2.2.

4.3.2.3 Estimer la position de la discontinuit�e nrupt .

D'apr�es le paragraphe pr�ec�edent, la proc�edure d'estimation m�ene �a plusieurs positions
candidates pour la discontinuit�e (au plus jQj ). Parmi ces di��erentes positions, nous proposons
de choisir celle index�ee parq� pour laquelle les bornesx (q� ) et x (q� ) sont le plus proches
possibles, i.e.,

q� 2 Argmin
1� q�jQj










�
x (q)

n ( q)
rupt

� x (q)

n ( q)
rupt

�
� � 1










2

; (4.54)

avec
� = diag( � 1; : : : ; � M ); (4.55)

o�u, pour tout m 2 f 1; : : : ; M g, � m est l'�ecart-type de y m . Le facteur � � 1 permet d'assurer
que toutes les composantes contribuent �egalement dans le crit�ere (4.54) ind�ependamment de
leur ordre de grandeur. Lorsque le minimiseur de (4.54) n'est pas unique, nous choisissons
l'indice q� pour lequeln(q� )

rupt est le plus �elev�e. En d'autre termes, nous choisissons l'ensemble de
variable auxiliaires permettant de valider la condition de prolongation (4.49) le plus longtemps
possible.

Par cons�equent, nous obtenons �nalement un indiceq� qui nous permet d'estimernrupt =

n(q� )
rupt et,

(8j 2 f n0; : : : ; nrupt g) ~zj = � (q� ) ; bx j = bx (q� )
j : (4.56)

La position de d�epart du prochain segment est �x�e �a n0 = nrupt + 1, et l'algorithme se
r�ep�ete tant que n0 < N .

4.3.2.4 Commencer un nouveau segment

Consid�erons la position de d�epart n0 d'un nouveau segment. Pour toutq 2 f 1; : : : ; jQjg,
l'�etape d'initialisation peut se r�e�ecrire

(
u (q)

n0 = + � (q) ; u (q)
n0 = � � (q) ;

x (q)
n0 = yn0 � � (q) + bun0 � 1; x (q)

n0 = yn0 + � (q) + bun0 � 1;
(4.57)

avec bu0 = 0.

Remarque 4.4. L'�etape d'initialisation (4.57) d�epend implicitement de l'estimation de bz
faite sur le segment pr�ec�edent �a travers le terme bun0 � 1. Nos simulations ont montr�ees que
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Algorithme 7 R�esolution approch�ee du Probl�eme 3.1 bas�ee sur un algorithme �a la vol�ee.
Entr�ee : EnsembleQ = f � (1) ; : : : ; � ( jQj ) g.
1: Fixer n0 = 1.
2: Tant que n0 < N faire
3: Pour q = 1 ; : : : ; jQj faire
4: Fixer n  n0

5: Initialiser les bornes primales et duales selon (4.58)
6: Tant que (4.49) est satisfaitefaire
7: Fixer n  n + 1
8: Pour m = 1 ; : : : ; M faire
9: Mettre �a jour les bornes primales et duales

10: Si u(q)
m;n +1 > + � (q)

m or u(q)
m;n +1 < � � (q)

m alors
11: Recalculer les bornes primales et duales
12: Estimer les valeurs candidates de la position de la discontinuit�en(q)

rupt et de valeur prise sur

chaque segment (bx (q)
j )n 0 � j � n ( q )

rupt
selon la Section 4.3.2.2

13: Estimer la discontinuit�e nrupt 2 (n(q)
rupt )1� q�jQj selon la Section 4.3.2.3

14: Estimer (bx j )n 0 � j � n rupt et (~zj )n 0 � j � n rupt selon (4.56)
15: Fixer n0  nrupt + 1
Sortie : Solution bx

l'initialisation (4.57) peut mener �a une solution inconsistentebx d�es quebz est mal estim�e sur
un segment. Empiriquement, une meilleure approximation de la solution it�erative est obtenue
si chaque segment est trait�e ind�ependament, i.e.,

(
u (q)

n0 = + � (q) ; u (q)
n0 = � � (q) ;

x (q)
n0 = yn0 � � (q) ; x (q)

n0 = yn0 + � (q) :
(4.58)

4.4 R�esultats

4.4.1 Con�guration exp�erimentale

Dans cette section r�esultat, sauf mention contraire, nous consid�erons que les donn�ees
sont M signaux constants par morceauxx 2 RM � N (trait plein noir) partageant les mêmes
discontinuit�es, auxquels sont ajout�es des bruits blancs gaussiens centr�es : y = x + b 2 RM � N .

Le signal x est g�en�er�e comme suit. Premi�erement, la longueur de chaque segment est tir�e
selon une loi normale repli�eeN (12:5; 16:25). Puis, pour chaquem 2 f 1; : : : ; M g, le change-
ment d'amplitude pour chaque discontinuit�e est tir�e ind�epen damment selon une distribution
gaussienneN (2; 0:4).

Le minimiseur exact du Probl�eme 3.1, not�e bx, est calcul�e �a partir l'Algorithme 5. Les
it�erations sont arrêt�ees d�es que la di��erence relative de cr it�ere est plus faible que 10� 10. La
solution propos�ee est quant �a elle not�ee bxapprox ;Q pour indiquer qu'elle a �et�e calcul�ee �a partir
de l'ensemble pr�ed�e�ni Q.

Dans un second ensemble de simulations (voir 4.4.4), l'algorithme �a la vol�ee propos�e sera
compar�e �a une solution �a la vol�ee de l'Algorithme 5 it�eratif ADMM.

4.4.2 Conception de Q

Nous proposons de comparer les solutionsbxapprox ;Q obtenues pour deux ensembles di��erents
Q = f � (1) ; : : : ; � (jQj )g dans le cadre bivari�e (i.e., M = 2) pour N = 104. Pour les deux solu-
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Figure 4.4 { In
uence du choix de Q. Deux conceptions di��erentes de Q sont compar�ees
sur 100 r�ealisations. La premi�ere consiste �a recouvrir la boule `2 de mani�ere homog�ene alors
que la seconde est un recouvrement al�eatoire (rouge). Deux con�gurations exp�erimentales
sont examin�ees selon quey1 est un ordre de grandeur plus grand quey2 (gauche) ou siy1 et
y2 sont du même ordre de grandeur (droite). Haut : MSE(bxapprox ;Q ; bx) en fonction dejQj . Bas
(2�eme et 3�eme lignes) : distributions de � q� o�u q� est l'indice s�electionn�e par le crit�ere (4.54)
pour jQj = 127.

tions, nous adopterons la param�etrisation suivante

(8q 2 f 1; : : : ; jQjg) � (q) = ( � cos(� q); � sin(� q)) (4.59)

avec � q 2 [0; � =2] �a pr�eciser.
La premi�ere solution est obtenue en choisissant un recouvrement homog�ene de l'ensemble

[0; �= 2]. Soit un entier positif R 2 N� , on d�e�nit alors � q = q�=2R+1 et jQj =
P R� 1

q0=0 2q0
.

La seconde solution est obtenue pour un ensembleQ de même taille mais o�u les valeurs
(� q)1� q�jQj sont tir�ees uniform�ement sur l'ensemble [0; �= 2].

Deux con�gurations exp�erimentales sont examin�ees. Dans la premi�ere, y1 est un ordre de
grandeur plus grand quey2 (Fig. 4.4, �a gauche) alors que dans la seconde, les deux sont du
même ordre de grandeur (Fig. 4.4, �a droite).

Les performances d'estimation en terme d'erreur quadratique moyenne MSE(bxapprox ;Q ; bx) =
bE[ 1

N kbxapprox ;Q � bxk2] (o�u bE est l'estimateur empirique de la moyenne calcul�e sur 100 r�ealisations)
sont rapport�ees Figure. 4.4 (premi�ere ligne). Les r�esultats montr ent qu'un recouvrement
al�eatoire de l'ensemble [0; �= 2] donne des r�esultats �equivalent �a un recouvrement homog�ene
jusqu'�a la limite de jQj faible.

Sur les 2�eme et 3�eme lignes, les distributions de� q� , o�u q� est l'indice s�electionn�e par
le crit�ere (4.54), sont rapport�ees pour jQj = 127. Ces histogrammes d�emontrent l'impact de
l'amplitude relative des composantes dey sur la distribution � q� . Si les composantes sont
du même ordre de grandeur alors la distribution est sym�etrique alors qu'elle est asym�etrique
pour des composantes avec des ordres de grandeur di��erents.

Remarque 4.5. Si l'on prend par exemple la Figure 4.4 (�a droite), il apparait plus sens�e de
g�en�erer � q selon une distribution gaussienne plutôt que selon une distribution uniforme. Par
cons�equent, si l'on poss�ede des connaissancesa priori concernant l'amplitude des composantes
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Figure 4.5 { Impact qualitatif de jQj sur bxapprox ;Q . Pour des raisons de visibilit�e, seules
3 composantes parmi lesM = 10 sont a�ch�ees. SNR = 4dB. bxapprox ;Q pour jQj = 5 � 104

est une solution plus satisfaisante quejQj = 103 puisqu'elle a davantage de discontinuit�es en
commun avecbx.

de y , celles-ci peuvent être incorpor�ees pour mieux concevoirQ. Cela permet �egalement de
d�ecrô�tre le temps d'ex�ecution discut�e �a la Section 4.4.4.

Dans la suite, nous nous restreignons au cas o�uQ est obtenu par recouvrement al�eatoire
de la boule`2 de rayon � .

4.4.3 Performances hors ligne

Dans cette section, nous nous int�eresserons aux performances hors ligne de la solution
propos�ee, c'est-�a-dire sans prendre en compte son caract�ere �a lavol�ee. Nous �evaluerons les
performances pourM = 10 et pour deux rapports signal sur bruit : 4dB et 10dB.

Impact qualitatif de jQj sur bxapprox ;Q . Pour une r�ealisation de bruit donn�e, bxapprox ;Q et
bx sont trac�ees Figure. 4.5 pour� = 29, ajust�e a�n d'obtenir le meilleur rendu visuel. La solu-
tion bxapprox ;Q pour jQj = 5 � 104 (traits pleins orange clair) fourni visuellement une meilleure
approximation de bx (traits pointill�es bleus) que pour jQj = 103 (traits mixtes rouges).

Performances d'estimation bxapprox ;Q vs. bx. La qualit�e de l'approximation est davantage
quanti��ee Figure 4.6 en termes de MSE(bxapprox ;Q ; bx) en fonction � pour di��erents jQj . Les
r�esultats montrent que la MSE d�ecrô�t syst�ematiquement lor sque jQj augmente. De plus,
pour les exemples pr�esent�es ici et selon� , utiliser jQj � 104 n'am�eliore pas signi�cativement
la qualit�e de la solution, ce qui montre que la s�election de jQj ne requiert pas de proc�edure
de r�eglage compliqu�ee.

Performances d'estimation bx vs. x et bxapprox ;Q vs. x. Comparons �a pr�esent la qua-
lit�e absolue des solutions vis-�a-vis du signal non bruit�e x. MSE(bx; x) et MSE(bxapprox ;Q ; x)
pour di��erents jQj , sont rapport�ees Figure 4.7. Les MSEs obtenues sont coh�erentes avec le
paragraphe pr�ec�edent. Elles montrent qu'augmenter jQj jusqu'�a un certain seuil permet de
d�ecrô�tre signi�cativement la MSE. Cependant, bx poss�ede une erreur d'estimation plus faible
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Figure 4.6 { Performances d'estimation bxapprox ;Q vs bx. MSE(bxapprox ;Q ; bx) pour
di��erents jQj . Le SNR est �x�e 4dB (resp. 10dB) sur le graphique de gauche (resp. droite).
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Figure 4.7 { Performances d'estimation bx vs. x and bxapprox ;Q vs. x. MSE(bx; x) et
MSE(bxapprox ;Q ; x) pour di��erents jQj . Le SNR est �x�e �a 4dB (resp. 10dB) sur le graphique
de gauche (resp. droite).

que bxapprox ;Q .

4.4.4 Performances en ligne

Dans cette section, nous nous int�eressons cette fois-ci �a la comparaison en ligne de deux
solutions. La premi�ere est d�eriv�ee �a partir de l'algorithme �a l a vol�ee propos�e pr�ec�edemment
alors que la seconde est obtenue via l'Algorithme 5 it�eratif ADMM.

La comparaison est e�ectu�ee pour di��erentes valeurs de � pour un signal x 2 RM � N

(N = 400) auquel a �et�e ajout�e un bruit gaussien tel que SNR = 3dB. Les perfor mances sont
fournies pour M = 2 et M = 5 composantes.

Solution propos�ee en ligne bxonline;Q . Au fur et �a mesure que la position n augmente,
bxapprox ;Q n'est calcul�e seulement jusqu'�a la derni�ere position n0 et l'algorithme n'a pas encore
fourni de solution sur l'ensemblef n0 + 1 ; : : : ; ng. C'est en ce sens que la solution est dite�a la
vol�ee. Cependant, nous pouvons �egalement obtenir une approximationen ligne de x jusqu'�a
n, not�ee bxonline;Q , en choisissant d'imposer �a la solution des conditions limites enn, i.e.,

(8q 2 f 1; : : : ; jQjg) bu (q)
n = 0.

Solution it�erative sur une fenêtre glissante bxwin ;K . Nous consid�erons une version en
ligne naive de l'Algorithme 5 o�u pour chaque pas de tempsn, une solution bxwin ;K est calcul�ee
en optimisant sur les K �echantillons pr�ec�edents. Le choix de K est critique. D'un côt�e, si
K est trop faible, alors l'observateur peut manquer la d�etection de discontinuit�es. De l'autre
côt�e, si K est trop grand, alors le temps d'ex�ecution devient trop �elev�e pour obtenir une
solution en temps r�eel. Dans la suite, nous comparons l'in
uence detrois tailles de fenêtre,
respectivementK = 20, 50 et 80.
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Figure 4.8 { Performances en ligne. La solution propos�ee bxonline;Q est a�ch�ee en traits
pleins alors que la solution ADMM � en ligne � bxwin ;K est a�ch�ee en traits pointill�es. Les
performances pourM = 2 (resp. M = 5) sont illustr�ees sur la �gure du haut (resp. bas).
Gauche : temps de calcul m�edian par �echantillon (en secondes). Droite : J (br win ;K ; r ) et
J (br online;Q ; r ) pour di��erentes valeurs de jQj et K .

Temps d'ex�ecution. Les comparaisons des temps d'ex�ecutions m�edian par �echantillon (en
secondes), calcul�ees sur 10 r�ealisations de bruit, sont rapport�ees Figure 4.8 (�a gauche) en
fonction de � . Comme attendu, nous observons que le temps d'ex�ecution augmente avec
la taille de Q. Par cons�equent, le choix de jQj permet de balancer le compromis entre le
temps d'ex�ecution et la MSE. Toutefois, le temps d'ex�ecution de bxonline;Q est plusieurs ordres
de grandeurs plus faible que celui associ�e �a la solution ADMM en ligne. Il est int�eressant
de remarquer que les temps de calcul pourM = 2 (haut gauche) et M = 5 (bas gauche)
sont comparables. Nous avons �egalement examin�e l'impact d'une initialisation �a chaud sur le
temps de calcul de la solution ADMM en ligne, et nous avons obtenu que les temps a�ch�es
Figure 4.8 ne sont r�eduits que d'un facteur deux.

Le temps de calcul debxonline;Q pourrait encore être r�eduit de plusieurs mani�eres. Premi�e-
rement, l'ensembleQ pourrait être con�cu selon les connaissancesa priori sur la dynamique de
chaque composante (voir 4.4.2). Deuxi�emement, on pourrait mettre �a pro�t la forme s�eparable
de l'algorithme pour calculer les solutionsbx (q) en parall�ele pour chaqueq 2 f 1; : : : ; jQjg.

Pr�ecision de la d�etection des discontinuit�es. L'indice de Jaccard (voir D�e�nition 2.7)
est utilis�e pour mesurer la similarit�e entre les positions des discontinuit�es de x et celles
obtenues pendant le calcul en ligne debxwin ;K et bxonline;Q . Pour cela, nous consid�erons le
vecteur d'indicatrices des discontinuit�es r = ( rn )1� n� N � 1 de x (ainsi que br win ;K et br online;Q

respectivement associ�es �abxwin ;K et bxonline;Q ) (voir D�e�nition 2.4). A�n d'incorporer un niveau
de tol�erance sur la localisation des discontinuit�es,r , br win ;K et br online;Q sont d'abord convolu�es
avec un �ltre passe-bas gaussien �a support compact de taille 10 et d'�ecart-type 3.

J (br win ;K ; r ) et J (br online;Q ; r ) sont moyenn�es sur 10 r�ealisations de bruit et illustr�es Fi-
gure 4.8 (right plots) en fonction de � pour di��erents jQj et di��erentes tailles de fenêtre
K .
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Les performances montrent queJ (br online;Q ; r ) � J (br win ;K ; r ) pour pratiquement tous les
� et jQj . Par cons�equent, bxonline;Q permet une meilleure d�etection en ligne des discontinuit�es
de x. Les r�esultats montrent �egalement que J (br online;Q ; r ) ne varie pas signi�cativement avec
jQj mais d�ecrô�t l�eg�erement avec M . En e�et, plus M est �elev�e, plus la condition de prolon-
gation (4.49) est susceptible d'être viol�ee, cr�eant ainsi davantage de discontinuit�es.

4.5 Conclusion et perspectives

Dans ce chapitre, nous avons d�evelopp�e le premier algorithmè 1;2-TV �a la vol�ee pour la
d�etection de discontinuit�es dans des donn�ees vectorielles. Les performances d'estimation de
la solution propos�ee sont compar�ees �a une solution na•�ve o�u la solution du Probl�eme 3.1 est
calcul�ee dans une fenêtre glissante, et montrent un gain signi�catif en temps de calcul ainsi
qu'une meilleure localisation des discontinuit�es.

Hormis une examination minutieuse des conditions de KKT du Probl�eme3.1, l'�etape clef
de l'algorithme r�eside dans la mise �a jour et le contrôle des bornesinf�erieures et sup�erieures
de la variable duale �a l'int�erieur d'un tube de rayon � . Un algorithme �a la vol�ee est d�eriv�e en
d�ecouplant les conditions KKT grâce �a l'introduction d'un vecte ur auxiliaire bz, n�ecessitant
d'être estim�e, qui fournit l'information sur l'angle de contact en tre la � taut string � et le
tube. Son estimation a�ecte fortement la qualit�e de la solution. Actu ellement, son estimation
�a la vol�ee est accomplie en s�electionnant (selon un crit�ere) une valeur parmi un ensemble
pr�ed�e�ni Q. Nous avons montr�e que la taille deQ permet de r�egler le compromis d�esir�e entre
la qualit�e de la solution et le temps de calcul inh�erent �a l'appl ication d'int�erêt.

De plus, la m�ethode propos�ee pourrait �egalement s'�etendre �a d 'autre choix de norme de
p�enalisation `1;p (p > 1) dans le membre de droite de (3.12), mais n�ecessiterait toujours
l'estimation de bz �a l'int�erieur d'une boule `p de rayon � . Il serait �egalement int�eressant
de d�evelopper une m�ethode d'estimation �a la vol�ee lorsque l'hypoth�ese selon laquellebz est
constant par morceaux est relâch�ee.
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l'invariance d'�echelle puisque la plupart des contextes d'application modernes impliquent l'en-
registrement de s�eries temporelles multivari�ees qui n�ecessitent alors d'être analys�ees conjoin-
tement. Le mouvement Brownien op�erateur fractionnaire (OfBm) est une extension multi-
vari�ee naturelle des fBms. Il a �et�e r�ecemment d�e�ni et �et udi�e dans [9, 65, 64, 45] comme
le seul processus multivari�e gaussien autosimilaire �a accroissements stationnaires. Pour un
processusf X (t)gt2 R o�u X (t) = ( X 1(t); : : : ; X M (t))> , l'autosimililarit�e multivari�ee implique
que l'exposant de HurstH fasse maintenant place �a une matrice de Hurst

H = W diagH W � 1 (5.1)

o�u W repr�esente une matrice de m�elangeM � M inversible, et H est un vecteur de dimension
M compos�e des exposants de Hurst. Les OfBm sont alors caract�eris�es enti�erement par la
connaissance deH , W et la matrice de covariance �X = EX (1)X (1) � .

Travaux pr�eliminaires. Les OfBm ont pour l'instant �et�e tr�es rarement utilis�es dans les
applications, surtout parce que leur utilisation dans le cadre g�en�eral requiert l'estimation de
M + M 2 + M (M � 1)=2 param�etres de natures tr�es di��erentes. Toutefois, dans le cas o�u l'in-
variance d'�echelle se produit composante par composante (cas correspondant �a W diagonale),
l'identi�cation des OfBm a �et�e minutieusement �etudi�ee [9] et souvent utilis�ee en applications
(cf. e.g., [6, 43]). L'identi�cation a �egalement �et�e r�ecemment ach ev�ee pour W non diagonale,
mais avec des hypoth�eses plus restrictives sur �X [63]. Encore plus r�ecemment, un estimateur
g�en�eral du vecteur des exposants de HurstH dans le cadre bivari�e, i.e.,M = 2, a �et�e propos�e
dans [4], mais il requiert des hypoth�eses suppl�ementaires pour l'estimation des param�etres
W et � X . La construction d'un paradigme d'estimation multivari�e complet res te toujours un
probl�eme ouvert dans la litt�erature.

Contribution. La contribution de ce chapitre est double. Premi�erement, l'identi�cation
compl�ete des OfBm bivari�es ( M = 2, Biv-OfBm) est formul�ee comme un probl�eme de
r�egression non lin�eaire dans le domaine des ondelettes. Deuxi�emement, une solution algo-
rithmique est �etablie grâce �a une proc�edure de s�eparation-�e valuation, qui est essentielle due
�a la nature hautement non convexe du probl�eme d'optimisation propos�e.

Les d�e�nitions et propri�et�es des OfBm sont rappel�ees �a la Sec tion 5.1. Une param�etrisation
parcimonieuse du processus est �egalement propos�ee et permet de pr�evenir de potentielles
ind�eterminations param�etriques des OfBm [65]. Dans la Section 5.2, les propri�et�es du mod�ele
param�etrique et du spectre en ondelettes des Biv-Ofbms sont explicitement �etablies et cal-
cul�ees. Cela constitue un cadre math�ematique pour la m�ethode d'estimation propos�ee. L'iden-
ti�cation compl�ete des Biv-OfBm est formul�ee comme un probl�eme de minimisation dont la
solution est d�evelopp�ee �a partir d'une strat�egie de s�eparation- �evaluation (cf. Section 5.3). La
consistance et la normalit�e asymptotique de l'estimateur propos�e sont �etablies th�eoriquement
dans le cas g�en�eral multivari�e (cf. Section 5.4), et �evalu�ees nu m�eriquement dans le cadre bi-
vari�e �a l'aide de simulations de Monte Carlo conduites sur un grand nombre de Biv-OfBm
synth�etiques (cf. Section 5.5). Les comparaisons avec les estimateurs des exposants de Hurst
propos�es en [4] sont �egalement rapport�ees.

R�ef�erence. Ce chapitre s'appuie sur la contribution [85] et est le r�esultat d'une collaboration
avec G. Didier. Les routinesMatlab pour l'identi�cation et la synth�ese des Biv-OfBm sont
disponibles �a l'adresse suivantehttp://perso.ens-lyon.fr/jordan.frecon .
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5.1 Autosimilarit�e multivari�ee et OfBm

5.1.1 Autosimilarit�e multivari�ee

Nous avons vu (voir D�e�nition 1.1) que la propri�et�e d'autosimilarit� e d'un processus uni-
vari�e X est d�e�nie par :

f X (t)gt2 R
d:d:f:
= f aH X (t=a)gt2 R (8a > 0): (5.2)

Par analogie, siX = ( X 1; : : : ; X M )> d�esigne �a pr�esent un processus multivari�e, l'extension
vectorielle de (5.2) prend la forme suivante :

D�e�nition 5.1 (Autosimilarit�e multivari�ee) . Soit un X = ( X 1; : : : ; X M )> un processus mul-
tivari�e. X est dit autosimilaire s'il v�eri�e la relation suivante :

f X (t)gt2 R
d:d:f:
= f aH X (t=a)gt2 R (8a > 0); (5.3)

o�u l'exposant d'�echelle est la matrice de Hurst

H = W diagH W � 1 (5.4)

et o�u

aH :=
+ 1X

k=0

logk (a)H k=k!: (5.5)

Dans l'expression (5.4) ci-dessus,H = ( H1; : : : ; HM ) 2 ]0; 1[M d�esigne le vecteur des expo-
sants de Hurst etW 2 RM � M est une matrice de m�elange.

5.1.2 Mouvement Brownien op�erateur fractionnaire

Consid�erons M mouvements Brownien fractionnairesX = ( X 1; : : : ; X M )> d'exposants de
Hurst respectifs H = ( H1; : : : HM ) et tels que (voir D�e�nition 1.2)

(8m 2 f 1; : : : ; M g) � X m � EX m (1)X m (1) = � 2
m : (5.6)

Une premi�ere extension multivari�ee du mod�ele fBm consiste �a consid�erer que lesM com-
posantes puissent être corr�el�ees. On parle de mouvement Brownien fractionnaire multivari�e
(mfBm) [10]. Dans ce cas, la matrice de covariance

� X � EX (1)X � (1) = ( � xm � xn � xm ;xn )1� m � M; 1� n� M (5.7)

o�u � xm ;xn d�esigne la corr�elation entre les composantesX m et X n . Il a �et�e montr�e dans [10, 64]
que le processusX est correctement d�e�ni (i.e., la matrice de covariance EX (t)X � (s) est
toujours d�e�nie positive) sous certaines conditions surH et � X , rappel�ees dans la proposition
suivante :

Proposition 5.1 (Condition d'existence des mfBms [10, 64].). Soit un fBm multivari�e
X = ( X 1; : : : ; X M )> caract�eris�e par les exposants de HurstH = ( H1; : : : ; HM ), les variances
(� 2

x1
; : : : ; � 2

xM
) et les corr�elations inter-composantes (� xn ;xm )1� m� M; 1� n� M . Alors X est cor-

rectement d�e�ni si et seulement si

det
� � xm � xn

2�
� xn ;xm sin

� �
2

(Hm + Hn )
�

�( Hm + Hn + 1)
�

1� m� M
1� n� M

> 0: (5.8)
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Lorsque X est bien d�e�ni, la propri�et�e d'autosimilarit�e (voir D�e�nit ion 5.1) se simpli�e
en :

f X 1(at); : : : ; X M (at)gt2 R
d:d:f:
= f aH 1 X 1(t); : : : ; aH M X M (t)gt2 R; 8a > 0: (5.9)

Dans ce cas, la matrice de m�elangeW est diagonale etX est invariant d'�echelle composante
par composante. L'estimation des param�etres peut alors être conduite ind�ependamment sur
chacune des auto-composantes et composantes crois�ees (cf. [9, 45] pour une�etude th�eorique
des performances d'estimation, ou [43] pour m�ethode d'estimation bas�ee sur les ondelettes et
appliqu�e sur des donn�ees r�eelles).

Cependant, dans le cas g�en�eral l'autosimilarit�e multivari�ee pe ut être coupl�ee �a travers
les composantes. Les d�e�nitions les plus g�en�erales des OfBm ont �et�e formul�ees en [9, 65,
64, 45] comme �etant le seul processus Gaussien multivari�e autosimilaire �a accroissements
stationnaire :

D�e�nition 5.2 (Mouvement Brownien op�erateur fractionnaire (OfBm)) . Soit W 2 RM � M

une matrice inversible et f X (t)gt2 R un fBm multivari�e avec pour exposants de HurstH =
(H1; : : : ; HM ) 2 ]0; 1[M . On appelle OfBm, le processusf Y (t)gt2 R d�e�ni par

f Y (t)gt2 R = f W X (t)gt2 R: (5.10)

Alors Y est un processus gaussien autosimilaire �a accroissements stationnaires avec pour
matrice de Hurst H = W diagH W � 1 enti�erement caract�eris�e par sa fonction de covariance

EY(t)Y (s) � = W EX (t)X (s) � W � ; (5.11)

avec (8m; n 2 f 1; : : : ; M g)

EX m (t)X n (s) � =
� xm � xn � xm ;xn

2

�
jt jH m + H n + jsjH m + H n � j t � sjH m + H n

�
; (5.12)

o�u � xm � xn � xm ;xn = EX m (1)X n (1) � .

LorsqueW n'est pas diagonale, le comportement en �echelle sur chacune des composantes
de Y consiste en une somme de lois de puissances. Par cons�equent, la conception d'estima-
teurs dans le cadre multivari�e ne peut pas reposer sur une extension directe des proc�edures
univari�ees usuelles.

Pour �nir, notons que les propositions et d�e�nitions pr�esent�ees ici correspondent �a une
sous-famille de fBm et d'OfBm. Dans la suite de ce manuscrit nous consid�erons donc que les
hypoth�eses suivantes sont satisfaites.

Proposition 5.2 (Hypoth�eses sur l'OfBm f Y(t)gt2 R).

(OFBM1) f Y (t)gt2 R est un OfBm �a valeurs dans RM ayant pour param�etre de Hurst H ,
non n�ecessairement diagonalisable, dont les valeurs propres satisfont 0 < < (Hm ) < 1,
(8m 2 f 1; : : : ; M g).

(OFBM2) EY(t)Y (t) � , t 6= 0 , est une matrice de plein rang.

(OFBM3) f Y (t)gt2 R est un processus stochastique r�eversible dans le temps.
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5.1.3 Mod�ele param�etrique et ind�eterminations

Puisque Y = W X est inversible, nous pouvons montrer que

� y (t) � EY (t)Y (t) � = W EX (t)X (t) � W � � W � x(t)W � (5.13)

r�ev�ele trois formes d'ind�etermination dans le mod�ele param�et rique introduit �a la D�e�nition 5.2.
Ces derni�eres sont rassembl�ees dans la proposition suivante.

Proposition 5.3 (Ind�eterminations dans le mod�ele param�etrique des OfBm) . Soit Y = W X
un OfBm d�e�ni en D�e�nition 5.2. Alors Y poss�ede les ind�eterminations suivantes :

1. Soient TX = diag(� x1 ; : : : ; � xM ) et � X = TX CX T �
X la matrice de covariance deX o�u

CX � (� xm ;xn )1� m� M; 1� n� M . Alors,

Y = W X = W 0X 0; (5.14)

o�u W 0 = W TX et X 0 = T � 1
X X .

2. Soit � 2 f 0; 1gM � M une matrice de permutation, i.e., qui ne contient qu'un seul �el�ement
non-nul et valant 1 par colonne et par ligne. Alors,

Y = W X = W 0X 0; (5.15)

o�u W 0 = W � et X 0 = � T X .

3. Soient S une matrice diagonale ayant pour entr�ees� 1 et X 0 = SX . Alors,

Y = W X = W 0X 0; (5.16)

o�u W 0 � W S.

A�n de lever les trois ind�eterminations mentionn�ees pr�ec�ede mment, nous adopterons dans
toute la suite les trois conventions suivantes :

Proposition 5.4 (Conventions sur W et H ).

1. Les colonnes deW sont normalis�ees �a 1.

2. Les exposants de Hurst v�eri�ent H1 � ::: � HM .

3. Les entr�ees diagonales deW sont positives.

5.2 Analyse en ondelettes des Biv-OfBm

Dans cette section, nous commen�cons par particulariser les d�e�nitions et conventions
pr�ec�edentes au cas bivari�e, i.e., M = 2. Puis, nous pr�esentons un mod�ele param�etrique du
spectre en ondelettes en guise d'extension bivari�ee de l'Exemple 1.3.

5.2.1 Mod�ele param�etrique des Biv-OfBm

Lorsque M = 2, la condition d'existence des mfBms (voir Proposition 5.1) se r�eduit �a la
condition suivante :

Proposition 5.5 (Condition d'existence des Biv-fBms [10, 64]). Soit un Biv-fBm X =
(X 1; X 2)> caract�eris�e par les exposants de Hurst H = ( H1; H2) 2 ]0; 1[2 et la corr�elation
inter-composantes� x � � x1 ;x2 . Alors X est correctement d�e�ni si et seulement si

g(H1; H2; � x) � �(2 H1 + 1)�(2 H2 + 1) sin( �H 1) sin(�H 2)

� � 2
x �( H1 + H2 + 1) 2 sin2(� (H1 + H2)=2) > 0: (5.17)
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(a) Biv-fBm X (b) Biv-OfBm Y = W X

Figure 5.1 { Exemple de r�ealisation d'OfBm. (a) Biv-fbm X de param�etres (H1 =
0:4; H2 = 0 :6; � x1 = 2 ; � x2 = 1 ; � x = 0 :5). (b) Biv-OfBm Y = W X avec W d�e�ni pour
� = 0 :6 et 
 = � 0:2 (cf. (5.19)).

L'ensemble des r�egions pour lesquelles (H1; H2; � x) satisfait (5.17) est illustr�e par la Fi-
gure 5.4 (gauche). Un exemple de Biv-fBm est �egalement repr�esent�e par la Figure 5.1 (a)
pour (H1 = 0 :4; H2 = 0 :4; � x1 = 2 ; � x2 = 1 ; � x = 0 :5).

A pr�esent, nous arrivons �a la d�e�nition g�en�erique �a 7 param�e tres des Biv-OfBm que nous
utiliserons dans la suite de ce manuscrit :

Proposition 5.6 (Mod�ele param�etrique des Biv-OfBm) . Soit f X (t)gt2 R un Biv-fBm avec
pour exposant de HurstH = ( H1; H2), o�u 0 < H 1 � H2 < 1, et tel que

EX (1)X (1) � =
�

� 2
x1

� x1 � x2 � x

� x1 � x2 � x � 2
x2

�
; (5.18)

et soit une matrice de m�elange d�e�nie par

W =

0

@
1p

1+ 
 2

�p
1+ � 2

� 
p
1+ 
 2

1p
1+ � 2

1

A o�u

(
� 2 [� 1; 1];


 2 [� 1; 1]:
(5.19)

Alors le Biv-OfBm f Y(t) � W X (t)gt2 R introduit �a la D�e�nition 5.2 est enti�erement ca-
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ract�eris�e par les 7 param�etres suivants

� = ( H1; H2; � x ; � x1 ; � x2 ; �; 
 ): (5.20)

Un exemple de Biv-OfBm est illustr�e par la Figure 5.1 (b) pour � = ( H1 = 0 :4; H2 =
0:4; � x1 = 2 ; � x2 = 1 ; � x = 0 :5; � = 0 :6; 
 = � 0:2). Nous remarquons qu'il est di�cile de
reconnaitre apr�es le m�elange (cf. Figure 5.1 (b)) les composantes du Biv-fBm avant le m�elange
(cf. Figure 5.1 (a)).

5.2.2 Spectre en ondelettes

Nous proposons de nous int�eresser ici �a la fonction de partition deY �a l'ordre 2 (voir
D�e�nition 1.7) d�e�nie �a partir des coe�cients d'ondelettes, � egalement appel�eespectre en
ondelette, que nous noterons

E(2j ) � EDy (j; �)Dy (j; �) � (5.21)

o�u Dy d�esigne les coe�cients d'ondelettes bivari�es de Y :

D�e�nition 5.3 (Coe�cients d'ondelettes bivari�es) . Les coe�cients d'ondelettes discrets bi-
vari�es de f Y (t) = ( Y1(t); Y2(t))gt2 R �a l'�echelle 2j et �a la position 2j k sont d�e�nis par

(Dy (j; k )) � (Dy1 (j; k ); Dy2 (j; k )) ; (5.22)

o�u Dy1 (j; k ) et Dy2 (j; k ) sont respectivements les coe�cients d'ondelettes deY1 et Y2 (voir
D�e�nition 1.9). Pour une introduction d�etaill�ee aux transfo rm�ees en ondelettes, nous invitons
le lecteur �a se r�ef�erer �a, e.g., [139].

Dans la suite, nous supposerons que l'ondelette m�ere 0 choisie pour le calcul des coe�-
cients d'ondelettes v�eri�e les conditions suivantes :

Proposition 5.7 (Hypoth�eses sur l'ondelette m�ere  0 2 L 1(R)) .

(W1) N  � 2.

(W2) supp( 0) est un intervalle compact.

(W3) supt2 R j 0(t)j(1 + jt j) � < 1 pour � > 1.

Les propri�et�es des coe�cients d'ondelettes des OfBm ont �et�e �etudi�ees en d�etail dans le
cadre multivari�e dans [4]. Dans la suite cette section, nous rappellerons seulement quelques
propri�et�es �el�ementaires et d�evelopperons le n�ecessaire pour l'identi�cation compl�ete des Biv-
OfBm.

5.2.2.1 M�elange de lois de puissance

A partir de (5.9) et Y = W X , nous pouvons montrer que le spectre en ondelette s'�ecrit [4,
85] :

EDy (j; �)Dy (j; �) � = W 2j (H + Id=2)E02j (H � + Id=2)W � (5.23)

o�u

E0 � EDx(0; �)Dx(0; �) � =

 
� 2

x1
� H 1 � x � x1 � x2 � H 1+ H 2

2

� x � x1 � x2 � H 1+ H 2
2

� 2
x2

� H 2

!

(5.24)

et

� h = �
1
2

Z

R
juj2hdu

Z

R
 0(v) 0(v � u) � dv > 0: (5.25)

A partir de la param�etrisation des Biv-OfBm introduite �a la Propos ition 5.6, le spectre
en ondelettes poss�ede la forme explicite suivante :
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Proposition 5.8 (Mod�ele param�etrique du spectre en ondelettes des Biv-OfBm). Soit un
Biv-OfBm f Y(t)gt2 R enti�erement param�etr�e par � = ( H1; H2; � x ; � x1 ; � x2 ; �; 
 ) (c.f. Propo-
sition 5.6), alors son spectre en ondelettes �a l'�echelle2j poss�ede la forme suivante

EDy (j; �)Dy (j; �) � � E (2j ; �) =
�

E11(2j ; �) E12(2j ; �)
E12(2j ; �) E22(2j ; �)

�
; (5.26)

avec

E11(2j ; �) = (1 + 
 2) � 1 � 2
x1

� H 1 2j (2H 1+1)

+ 2 � (1 + � 2) � 1=2(1 + 
 2) � 1=2 � x � x1 � x2 � H 1+ H 2
2

2j (H 1+ H 2+1)

+ � 2(1 + � 2) � 1 � 2
x2

� H 2 2j (2H 2+1) ; (5.27)

E12(2j ; �) = � 
 (1 + 
 2) � 1 � 2
x1

� H 1 2j (2H 1+1)

+ (1 � �
 )(1 + � 2) � 1=2(1 + 
 2) � 1=2 � x � x1 � x2 � H 1+ H 2
2

2j (H 1+ H 2+1)

+ � (1 + � 2) � 1 � 2
x2

� H 2 2j (2H 2+1) ; (5.28)

E22(2j ; �) = 
 2(1 + 
 2) � 1 � 2
x1

� H 1 2j (2H 1+1)

� 2
 (1 + � 2) � 1=2(1 + 
 2) � 1=2 � x � x1 � x2 � H 1+ H 2
2

2j (H 1+ H 2+1)

+ (1 + � 2) � 1 � 2
x2

� H 2 2j (2H 2+1) : (5.29)

5.2.2.2 Ind�etermination suppl�ementaire

Les �equations (5.27), (5.28) et (5.29) r�ev�elent que jE11(2j ; �) j, jE12(2j ; �) j et jE22(2j ; �) j
sont invariants par la transformation ( �; 
; � x) ! � (�; 
; � x). Par cons�equent, dans la suite
nous restreindrons la d�e�nition de � x �a � x � 0.

5.2.2.3 Spectre en ondelettes empirique

Pour une r�ealisation Y 2 RN donn�ee, nous ferons usage de l'estimateur de la variance
d'�echantillon de EDy (j; �)Dy (j; �) � :

S(2j ) =
1

N j

N jX

k=1

Dy (j; k )Dy (j; k ) � ; N j =
N
2j ; (5.30)

o�u N j d�esigne le nombre de coe�cients d'ondelettes �a l'�echelle 2j . La Figure 5.2 illustre que
S(2j ) est un estimateur satisfaisant deEDy (j; �)Dy (j; �) � .

5.3 R�egression non lin�eaire pour l'identi�cation d'OfBm

5.3.1 Formulation variationnelle du probl�eme d'identi�cation d'OfBm

Estimer le vecteur � des param�etres de Biv-OfBm est un probl�em e di�cile puisque les
entr�ees du spectre en ondelettes (ou de Fourier) sont un m�elange de lois de puissance (cf.
Eqs. (5.27)-(5.29)). Par cons�equent, nous pouvons �ecarter l'extensiondirecte des techniques
univari�ees usuelles car elles ne permettraient d'estimer seulement l'exposant de Hurst domi-
nant [205], i.e., H2. Pour cette raison, nous proposons de formuler l'identi�cation compl�ete
de Biv-OfBm (i.e., l'estimation de �) comme le probl�eme de minim isation suivant :
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Figure 5.2 { Spectre en ondelettes. Superposition de log2 jEp;p0(2j ; �) j (rouge, '+') et
log2 jSp;p0(2j )j (noir) (avec (p; p0) = (1 ; 1); (1; 2); (2; 2) de gauche �a droite) pour une r�ealisation
de Biv-OfBm avec � = ( H1 = 0 :4; H2 = 0 :8; � x = 0 :1; � x1 = 1 ; � x2 = 1 ; � = 0 :5; 
 = 0 :5). La
di��erence absolue entre les donn�ees et le mod�ele est repr�esent�ee en bleu pointill�e.

Probl�eme 5.1 (R�egression non lin�eaire pour l'identi�cation de Biv-OfBm) . Soient une
r�ealisation d'un Biv-OfBm Y = ( Y1; : : : ; YM )> 2 RM � N et (j 1; j 2) tels que 1 � j 1 <
j 2 � log2 N . Le probl�eme d'identi�cation de Biv-OfBm est formul�e comme le p robl�eme de
r�egression non lin�eaire des coe�cients d'ondelettes suivant 1

b� M
N = argmin

� 2Q 0

CN (�) ; (5.31)

avec

CN (�) �
2X

i 1 ;i 2=1
i 1 � i 2

j 2X

j = j 1

�
log2 jSi 1 ;i 2 (2j )j � log2 jE i 1 ;i 2 (2j ; �) j

� 2
; (5.32)

o�u S(2j ) et E (2j ; �) d�esignent respectivement l'estimateur empirique (5.30) et le mod�ele
param�etrique (5.27)-(5.29) du spectre en ondelettes deY �a l'�echelle 2j .

Remarque 5.1. L'utilisation de log2 permet d'assurer que toutes les �echelles2j (8j 2
f j 1; : : : ; j 2g) contribuent �egalement au crit�ere CN .

L'espace de rechercheQ0 permet d'incorporer les informations a priori sur le vecteur
param�etrique � = ( H1; H2; � x ; � x1 ; � x2 ; �; 
 ) sous formes de contraintes. Nous r�esumons ci-
dessous l'ensemble des contraintes et conventions :

| Condition g(H1; H2; � x) > 0 (cf. Proposition 5.5)

| Condition � x 2 [0; 1] (cf. Section 5.2.2.2)

| Conditions 0 < H 1 � H2 < 1 et (�; 
 ) 2 [� 1; 1]2 (cf. Proposition 5.6)

Remarque 5.2. La contrainte g(H1; H2; � x) > 0 implique que0 < H 1 < 1 et 0 < H 2 < 1.

Dans un souci de faisabilit�e, nous restreignons davantage (� x1 ; � x2 ) 2 [0; � max ]2, avec

� max =
q

b� 2
y1

+ b� 2
y2

, o�u b� 2
ym

d�esigne l'estimateur de la variance des accroissements deYm .

Nous aboutissons �nalement �a l'espace de recherche suivant :

Q0 =
n

� = ( H1; H2;� x ; � x1 ; � x2 ; �; 
 ) 2 R7 j

� 2 [0; 1]3 � [0; � max ]2 � [� 1; 1]2;

g(H1; H2; � x) > 0; H1 � H2

o
: (5.33)

1. L'exposant �M a �et�e ajout�e a�n de faire r�ef�erence au M -estimateur dont nous apporterons des d�etails
th�eoriques dans la Section 5.4.
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Figure 5.3 { Illustration de l'algorithme s�eparation-�evaluation.

Le Probl�eme 5.1 est un probl�eme de minimisation compliqu�e pour deux raisons. La
premi�ere, car il consiste �a d�em�elanger plusieurs lois de puissances, ce qui m�ene �a une fonction-
nelle �a minimiser CN (�) hautement non convexe. La deuxi�eme, car les param�etres �a esti mer
dans � (exposants d'�echelle, param�etres de m�elange, variances et corr�elations) sont de na-
tures tr�es di��erentes. Nous d�etaillons dans la section suivante une m�ethode originale pour
trouver le minimum global du Probl�eme 5.1 �a l'aide d'un algorithme s�eparation-�evaluation
( � branch-bound � ).

5.3.2 Algorithme s�eparation-�evaluation pour les probl�emes de mi nimisa-
tion globale

Les algorithmes s�eparation-�evaluation sont essentiellement des m�ethodes d'�enum�eration
intelligentes. Ils permettent de r�esoudre une large vari�et�e de probl�emes d'optimisation non
convexes sous contraintes [109, 120, 152, 178].

Dans le contexte du probl�eme d'identi�cation d'OfBm, nous cherchons le minimiseur
global du Probl�eme 5.1. Pour se faire, l'algorithme consiste �a partitionner (� branching � )
l'espace de rechercheQ0 en des sous-r�egions de plus en plus petites, �a borner le minimum
global deCN sur chacune des ces sous-r�egions, puis �a identi�er celles susceptibles de contenir
le minimum global. Cette proc�edure peut être reformul�ee en 4 �etapes r�ep�et�ees jusqu'�a ce
qu'un crit�ere d'arrêt soit atteint :
- S�election. Choisir une r�egion R de l'espace de recherche et la relaxer en un ensemble convexe
ferm�e (i.e., un intervalle) tel qu'illustr�e en pointill�es sur la Figure 5.3.
- S�eparation. Diviser R en deux plus petites r�egionsR a et R b telles que R = R a [ R b et
R a \ R b = ; .
- Encadrement. Calculer les bornes inf�erieures et sup�erieures deCN sur R a et R b. Les
bornes sup�erieures sont obtenues en �evaluantCN n'importe o�u dans la r�egion d'int�erêt. Les
bornes inf�erieures sont calcul�ees en ayant recours aux techniques d'arithm�etique par inter-
valles [153, 117, 154]), qui combinent des op�erations �el�ementaires a�n d'obtenir une borne
inf�erieure grossi�ere d'une fonction, ici CN sur n'importe quel intervalle.
- Elaguement. L'�elaguement est guid�e par trois m�ecanismes : �eliminer les r�egi ons ne satis-
faisant pas les contraintes (infaisabilit�e ) ; �eliminer les r�egions dont la borne inf�erieure est
plus grande que la plus petite borne sup�erieure sur toute autre r�egion deQ0 puisqu'elles ne
peuvent pas contenir le minimum global (borne) ; �eliminer les r�egions dont la taille, selon tous
les param�etres, a atteint la pr�ecision �x�ee par l'utilisateur ( taille ).

Le principe de l'algorithme est illustr�e Figure 5.3. A l'�etape d'in itialisation ( k = 0,
gauche),Q0 est relax�e en un ensemble convexe (pointill�es) sur lequel sontcalcul�ees les bornes
(L 0; U0) du minimum global de CN , i.e., L 0 � min� 2Q 0 CN (�) � U0. A la premi�ere it�eration
(k = 1, centre) Q0, est scind�ee enR 1 et R 2, et les bornes (L 1; U1) et (L 2; U2) sont calcul�ees
sur leur relaxation convexe respective. A la deuxi�eme it�eration (k = 2, droite), la r�egion
R 2, apparaissant la plus prometteuse carL 2 < L 1 (strat�egie de recherche � best-�rst � ), est
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