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Resune

L'invariance déechelle repose sur lintuition que les dynamiques temporelles ne sont pas
gouverrees par une (ou quelques)echelle(s) caratristique(s Cette proprete est massivement
utilie dans la mocktlisation et I'analyse de donrees univarees issues d'applications eelles.
Son utilisation pratique se heurte pourtanta deux di cules dans les applications modernes :
les proprees d'invariance dechelle ne sont plus recessarement homognes en temps ou
espace; le caracere multivare des donrees rend fortement noniteaires et non convexes les
fonctionnellesa minimiser pour I'estimation des paranetres d'invariance dechelle.

La premere originalie de ce travail est d'envisager letude de linvariance dechelle in-
homogene comme un probeme conjoint de cetection/segmentation et esimation et d'en
proposer une formulation par minimisation de fonctionnelles vectorides, construites autour
de penalisation par variation totale, a n d'estimera la fois les fronti eres climitant les chan-
gements et les proprees d'invariance dechelle de chaque egion. La construction d'un algo-
rithme de debruitage par variation totale vectoriellea la voke est propose.

La seconde originalie eside dans la conception d'une proedurede minimisation de fonc-
tionnelle non convexe type branch and bound pour l'identi cation compékte de I'ex-
tension bivaree, du mouvement brownien fractionnaire, consicee comme ekrence pour la
modcklisation de l'invariance dechelle univaree. Cette pro e@dure est mise en oeuvre en pra-
tique sur des donrees de tra c Internet dans le contexte de la dtection d'anomalies.

Dans un troiseme temps, hous proposons des contributions speci gies au cebruitage par
variation totale : mockele poissonnien d'attache aux donrees en relationavec un probeme de
cktection detats pour la uorescence intermittente ; ®lec tion automatique du paranetre de
egularisation.
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Introduction

Invariance déchelle : contexte. L'invariance dechelle est une propree omnipesente dans
une grande varee d'applications eelles et o re une descripti on parcimonieuse de nombreux
phenonenes naturels (e.g., turbulence [95], rythme cardiaque [7)] et humains (e.g., trac
internet [83, 2], art [119]). Le paradigme de l'invariance dechelle repos sur I'hypottese
gue la dynamigue temporelle des donrees n'est pas cetermiregar une ou quelquesechelles
caraceristiques, mais par un large continuum dechelles. L'objedif de I'analyse dechelle est
alors de mockliser, d'estimer et de valider la relation entre lesdierentesechelles.

Un moctle d'invariance dechelle couramment utilise est celui de l'autosimilarie [184]
enorcant qu'un processus X ne peut pas étre distingle de ses copies dilaees, i.e.,

X(t)= a"X(t=a) ;8a>0 1)

L'information clef sur la dynamique de X eside alors dans un seul paranmetreH , appek ex-
posant de Hurst. Dans ce cas, pour rendre compte du fait qu'un seul expast de loi dechelle
cecrit enterement X, le processus est ditmonofractal. Une nethode e cace en pratique pour
estimer H repose sur l'utilisation de quanties multiechelles T (a;t) cependanta la fois de la
position t et de lechelle a (e.g., accroissements, coe cients d'ondelettes, coe cients donde-
lettes dominants) [128, 213]. L'autosimilarie de X se traduit ainsi par un comportement en
loi de puissance en fonction de lechelle d'analysa de la fonction de partition suivante
Sq(a) = EiT(a; )j*  a™: 2

Plus ecemment, des mockles plus riches ontet cevelopges, i.e., processuanultifractals,
al la quantie H est remplace par un ensemble de quanties locale&(t), dites exposants de
Helder [114]. Il advient alors que

Sq(a) = ET(a;)j?_  a; 3)

a  est une fonction concave non lireaire etroitement lee a la e partition geonetrique
des ((t))i2r. En pratique, l'information sur la dynamique de X est cecrite par le vecteur

o+ cp%T [13]. L'estimation de a partir de (3) est une proedure d'estimation appeke
formalisme multifractal .

Invariance déchelle : limitations et questions ouvertes. Dans sa formulation actuelle,

le formalisme multifractal supposea priori que les proprees d'invariance dechelle de I'objet

l'information peut davantage etre contenue dans le changement des praopes multifractales
gue dans les valeurs des paranetres qui les caracerisent. Ce gmomnene est notamment visible
dans le cas a I'estimation de I'exposant de I'Helder h du rythme cardiaque foetal au cours

11



12 INTRODUCTION

du temps permettrait de surveiller en temps eel letat de sane du foetus [190]. La méme
guestion se poseegalement dans le cadre bidimensionnel, par exerapbour distinguer sur
une image deux textures, e.g., nuage et neige, chacune caracerisgmr sa propre collection

Une autre limitation de l'actuel formalisme multifractal est due au fait que la plupart
des contextes d'applications modernes implique l'enregistrenme de sries temporelles multi-
varees qui recessitent alors d'étre analyses conjointement Cependant, leur analyse multi-
esolution se heurtea une di cule majeure : une extension m ultivaree de la fonction de
structure Sg(a) pour M signaux monofractals impliquea priori le nmelange de plusieurs lois
de puissance faisant intervenir dierents exposantsH;  :::  Hym [4]. De surcroY, Sq(a)
est domiree par la loi de puissance ayant I'exposant le pluselew limitant ainsi I'application
des nethodes univareesa la seule estimation deHy, . En cepit de son importance treorique
et pratique, la construction d'un paradigme d'estimation multivari e complet est toujours un
probeme ouvert dans la literature.

Optimisation : contexte. L'optimisation est pesente dans dierents contextes applicatif s
de traitement du signal et de l'image allant de I'estimation de donreesmanquantes [32, 14,
7, 8]a la reconstruction, en passant par I'apprentissage de dictionnaies, de classi eurs ou de
mockles.

La formulation gererique en optimisation consistea savoir esoud re

min f (x) (4)

al X est l'espace de recherche €t le criere permettant devaluer chaqueekment x 2 X .
Selon la nature def , hous pouvons classi er les probemes en deux cakgories : les pravhes
al f est convexe, qui disposent d'un cadre treorique bien & ni et dont les algorithmes assoces
permettent de trouver e cacement le minimum, et les probemes a1 f est non convexe,
qui sont sensiblement plus di ciles en raison de I'existence poéntielle de multiples minima
locaux, et dont la esolution constitue un axe majeur de la recherbe actuelle.

D'un cog, I'optimisation convexe a connu un nouvel essor ces dereies anrees avec le
eveloppement de nethodes proximales pour esoudre des probmes ai f est non lisse (i.e.,
non dierentiable sur tout son domaine) [49, 38, 50]. En pratique, la non-dierentialie de f
peut étre duea l'utilisation de normes qui favorisent la parcimonie (e.g., norme 7).

De l'autre cok, la plupart des probkemes d'optimisation non convexe sont diciles a
esoudre en temps polynomial. Certains probemes peuvent étreesolus exactement et e ca-
cement par des algorithmes de programmation dynamique (cf., e.g., [217, 216, 192, 933]).
Lorsque le probeme implique une pluralie d'inconnues de diverses natures, les algorithmes
de sparationgvaluation ( branch and bound ) [120, 44, 160] permettent d'obtenir un en-
cadrement de la solution globale avec toutefois un temps de calcul pladewve. Autrement,
une solution locale peut &tre obtenue e cacement par misesa jour aterrees des variables.

Optimisation : limitations et questions ouvertes. En pratique et selon I'application,
le criere f est gereralement choisi sous la forme
X
f(x)= kfk(x) (5)

k

a les fonctions f peuvent moctliser des mesures d'attache aux donreey ou peuvent im-

poser des conditions de egulariea la solution (e.g, parcimonieuse, constante par morceaux,
lireaire par morceaux). Les hyperparanetres  sont des scalaires permettant de relativiser
la contribution des dierents fy.
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Les hyperparanetres | sont souvent choisisa priori mais leurs choix sont cruciaux
etant donre qu'ils impactent fortement la qualie de la solution . On retrouve par ailleurs,
dans la literature de <lection de paranetres, dierents cr ieres pour leur estimation (cf.
e.g., validation croiee, periodogramme cumuke normalie, courbe-L [103], risque cereralie
de Stein [59]). Il a ecemmentet propo% d'inclure leur estimation au sein d'algorithmes de
Monte-Carlo par chames de Markov [165] mais la solution s'awere trop oGteuse en temps de
calcul pour des probemes de grande dimension. Ainsi, I'estimation apide et non superviee
des hyperparanetres ( k)x repesente encore un e de taille.

Gereralement, un colt de calculelee est recessaire pour esoudre le probeme (4), en
raison de la nature ierative des algorithmes mis en oeuvre. Ceperaht, dans de nombreux cas
pratiques, connatre la solution au fur eta mesure de l'acquisifon des donreesy en temps
eel pourrait s'awerer cecisif [97, 190]. La solution pourrait étre c alcuee sur une fenétre
glissante mais cette technique engendre le double inconwenient'idtroduire une echelle de
temps arbitraire et de ne pas permettre la reconstruction de la soltion sur la totalie de
I'enregistrement. A n de contourner ces limitations, les algorithmes ditsa la voke peuvent
etre utiliees, lorsque les donrees sont scalaires, i.e.X = RN, en introduisant une fenétre
de taille variable au-deh de laquelle la solution ne sera pas modee [52]. Toutefois, leur
extension au cadre vectoriel demeure di cile [58].

Contributions. Le travail e ectle dans cette these consistea formaliser I'analy se des pro-
cessus invariants dechelle multivares et non homogenes par laesolution de probemes d'op-
timisation.

La Partie | dresse unetat de I'art concernant les deux outils matlkematiques ceclires tout
au long de ce travail. Le premier est celui de l'invariance dechde homogene dont la descrip-
tion fait I'objet du Chapitre 1. Nous y pesenterons le mouvement Brownien fractionnaire
(fBm) comme processus autosimilaire univare de etrence airsi que le formalisme multi-
fractal permettant d'estimer dans la pratique la quantie scalaire /vectorielle caracerisant les
proprees mono/multi-fractales de processus univares. Le sewmnd outil consistea moceliser
un signal ou une image comme un ensemble de egions de supports disjantchacune ca-
raceriee par des proprees statistiques (e.g. propret es d'invariance dechelle) dierentes.
Le Chapitre 2etablit alors une revue de letat de l'art des approches variationnelles repo-
sants sur |'utilisation de la variation totale (TV) pour detecter les d iscontinuies, quand leurs
nombres et positions sont inconnus, comme le sont les proprees suchaque egion.

Le probeme d'estimation de discontinuies dans des signaux ou imagesrectorielles est
ensuite aborce dans la Partie II. Nous envisageons d'employer les appches TV au Chapitre 3
combireesa une version locale du formalisme multifractal a n de determiner les changements
de proprees de processus multifractals homogenes par morceaux Dans les dierents cas
consicees, nous discuterons de l'apport des approches TV vectaelles. Ainsi, motive par
I'existence d'un algorithmea la voke dans le cas scalaire, le Chapie 4elabore un algorithme
a la voke permettant de cetecter les discontinuies commun esa toutes les composantes de
ries temporelles vectorielles.

La Partie 11l se concentre sur letude de I'extension multivari ee du mocele d'autosimilarie.
L'identi cation paranetrique compkte des mouvements Brownien s operateurs fractionnaires
(OfBm), & nis comme I'extension multivaree du fBm, est obte nue par la esolution d'un
probeme d'optimisation non convexe que nous cktaillons au Chapitre 5. Un algorithme de
®parationevaluation estegalement ceveloppe et valice pour I' analyse d'OfBms bivares (Biv-
OfBm). La nethode est ensuiteevallee et tesee au Chapitre 6 sur des donrees eelles issues
du tra c internet moctlisees par les incements d'un Biv-O fBm dont la valeur des paranetres
permet d'identi er la pesence d'anomalies dans le tra c.



14 INTRODUCTION

Dans la Partie 1V, nous rapportons divers ceveloppements nmethodologgues autour de la
TV an de epondrea plusieurs questions soulewes tout au long de ce manuscrit. Notam-
ment, un cas pratique est aborce au Chapitre 7 motive par le ptenonene de uorescence
intermittente au l'intensie demission d'un processus poissonien alterne akatoirement entre
deuxetats. La question visanta analyser la distribution des durees de ces deuxetats est ici
revisiee par les approches TV pour cetecter en amont les disconinuies d'intensie. Cepen-
dant, les performances d'estimation des nmethodes TV tependentfortement du eglage d'un
pararetre de egularisation a priori inconnu. C'est dans ce contexte que se place le Cha-
pitre 8 qui propose l'estimation rapide et non superviee de ce paraetre via la conception
d'une proedure variationnelle bayesienne.
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Invariance déchelle. L'invariance dechelle est aujourd'hui reconnue comme une propréee

omnipesente dans une grande varee d'applications eelles de dierentes natures (cf., e.qg.
[144] en turbulence, [181] en gophysique, [118] en imagerie nedicale Et45] en nance). Le
paradigme de l'invariance dechelle est base sur I'hypothese qie la dynamique temporelle ou
spatiale des donrees n'est pas cetermiree par une ou quelquesehelles caraceristiques, mais
par une large gamme dechelles. Par congquent, I'analyse des donges ne doit pas reposer sur
I'utilisation de plusieursechelles carackristiques mais dot au contraire permettre d'identi er,
d'estimer et de valider les necanismes reliant lesechellesrédre elles.

Fractales. Les fractales constituent 'exemple phare de l'invariance dechéle [142, 143, 146].
Ce sont des objets matlrematiques deterministes autosimilaires @squels ilemergea chaque
echelle une structure identique au tout,a un facteur de dilation pes. Elles sont corcues
comme le point xe d'ogerations relatant lesechelles de I'objet entre elles. L'adjectif fractal a

et introduit par Mandelbrot pour cecrire leur complexie g eonetrique qui he pouvait pas étre
caraceriee par une dimension entere. La dimension fractale founit alors une description

globale de leur complexike et de leur iregularie.

Analyse multifractale. La notion d'autosimilarie peut etre etendue au cadre stochas-
tique [184] ai la dimension fractale est alors directement lee a I'exposant de Hurst qui
mesure la egularie du processus (voir Section 1.1).

Le mocele multifractal se pesente comme une gereralisation de l'autosimilarie a1 la
egularie peut uctuer ponctuellement. Les processus multi fractals ne sont alors plus decrits
par un seul exposant mais par tout le spectre des dimensions fractalesesl ensembles des
points de méme egularie, appek spectre multifractal, et d ecrita la Section 1.2.

17
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L'invariance dechelle se manifesteegalement par le comportemenen lois de puissance de
guanties multi-esolution. Une nethode e cace en pratique, ap peke formalisme multifractal,
vise a estimer l'exposant de cette loi de puissance qui est intirament lee au spectre mul-
tifractal. De nombreux travaux promeuvent l'utilisation des coe ¢ ients d'ondelettes comme
quantie multi-esolution [5, 13, 114]. Plus ecemment, il aee propos I'utilisation des coe -
cients d'ondelettes dominants [128, 213] a n de reconstruire I'enteee du spectre multifractal.
La pesentation de ce formalisme fait I'objet de la Section 1.3.

1.1 Invariance déchelle et autosimilarie

Les processus stochastiques autosimilaires constituent le cadreathematique fondamental
pour la moctlisation des ptenonenes d'invariance dechelle. L'autosimilarie enonce qu'un
signal X ne peut pas &tre distingle de ses copies dilates, i.e.,

Ce nition 1.1 (Autosimilarie [184]) . Un processusf X (t)gore €st dit autosimilaire s'il
\eri e

X (Vgore 2 fa'X (t=)giope (82> O); (L.1)

d:f: . . . . . . . .
al dd repesente legalie entre les distributionsa dimension nie. L' information clef sur
la dynamique d'invariance dechelle est esune par un seul paranetre 0 < H < 1, appeék
exposant d'autosimilarie ou exposant de Hurst.

En particulier, le mouvement brownien fractionnaire, i.e., le sell processus gaussien, au-
tosimilaire, a accroissements stationnaires, a largement et utilie comme le processus de
ekrence pour mockliser les proprees dechelle de signaux univares issus du monde eel.
Nous rappelons ci-dessous sa ¢ nition et nous nous ineresserona son extension multi-
varee au Chapitre 5.

Ce nition 1.2 (Mouvement brownien fractionnaire (fBm) [146, 5]). Le mouvement brownien
fractionnaire fX (t)gior d'exposantO <H < 1 est le processus gaussien de moyenne nulle tel
que

(X(O)=0; w2
X+ ) X" N@©: jj); (82R)(8 2R): '

Il apparat donc que f X (t) N (0; jtji")gi2r est un processus gaussien, autosimilaire, a

accroissements stationnaires enterement caracerie par sa fonction de covariance
2
(82 R) (852 R) EX()X(s)= — jitit + st j v s (1.3)

@ 2= EX(1)2

Nous remarquons que la De nition 1.2 corresponda celle du mouvementorownien lorsque
H = 1=2. Tout comme le processus des accroissements d'un mouvement braemest un bruit
blanc gaussien, nous ¢ nissons le bruit gaussien fractionnaire dont aus ferons usage dans
le cadre multivare au Chapitre 6.

e nition 1.3 (Bruit gaussien fractionnaire (fGn)). Nous appelons bruit gaussien fraction-
naire, le processus des accroissemenfsX (t) X (t+1) X (t)gzr @ X est un mouvement
brownien fractionnaire.
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Remarque 1.1. Nous pouvons montrer que la corelation entre les accroissements suessifs
d'un fBm fX gi2r, i.€.,

(8t2 R) EX ()X (t+1)= 22201 3 (1.4)

est positive siH > 1=2, regative si H < 1=2 et nulle siH =1=2,

Deux exemples de fBm unidimensionnels sont illustes sur la kure 1.1 pourH = 0:25
(gauche) etH = 0:75 (droite). On observe que la ealisation pourH = 0:25 (voir Figure 1.1,
gauche) apparat visuellement plus iregulere que celle pourH = 0:75 (voir Figure 1.1,
droite). En e et, puisque les ealisations d'un fBm sont des courbes fractales dont la dimension
de Hausdor vaut2 H, le comportement deX est d'autant plus iregulier que H est proche
de 0. De plus, nous remarquons que la variance d¢ est d'autant plus grande queH ! 1
(cf. De nition 1.2 et Remarque 1.1).

Dans le cas bidimensionnel, nous aurions employe l'adjectif rugueux pour designer
des textures invariantes dechelle. Il apparat alors que la noton de egularie (et de rugosie)
est intringequement lee aux proprees d'invariance de chelle. Ce lien fait I'objet de la section
suivante.

1.2 Analyse multifractale

Cependant, la condition d'autosimilarie (1.1) est tes restrict ive. Une condition plus

souple est la suivante
d:d:f:
fX(O02re = flaX(tFa)gore (82> 0); (1.5)

al !, = a"® est une variable akatoire cependant de lechelle a. La condition (1.5) peut étre
interpeee comme une extension de la condition d'autosimilarite (1.1) a1 H est rempla@
par une quantie stochastique h caractrisant la egularie locale et dont la description fait
I'objet de cette section.

1.2.1 Exposant de Hdlder

Il existe diverses fecons de mesurer la egularie locale d'unprocessus autour d'un point
donre. Dans cette section, nous nous concentrerons sur I'exposant degularie ponctuelle
de Helder dont nous rappelons la c nition. Le lecteur peut se eferera [185, 114] et les
ekrences qui y sont mentionrees pour uneetude cetaile e.

I nition 1.4 (ClasseC ). Soit un processus continuf X (t)g,,re. Pour tout t 2 RY, X 2
C (t) s'il existe une constanteC > 0 et un polynome de dege plus petit que la partie entere
de tels que, pour touts dans le voisinage dd,

iX() P(s tj Cjs {: (1.6)

Ce nition 1.5 (Exposant de Helder [114]). On appelle egularie ou exposant de Helderen
un point t 2 RY de X, la quantie

h(t) = supf 0jX 2C (t)a: 1.7)

L'exposant de Helder est ¢t ni en chaque point t 2 RY et decrit les uctuations de
egularie (ou singularie) locale de X . Pour certains processush peut varier de facon continue
voire discontinue d'un pointa l'autre. Dans ce dernier cas, le calal nunerique de h est
instable. Nous petrons a l'information locale h, une description globale cecrite dans la
section suivante.
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Figure 1.1 { Exemples de processus monofractals unidimensionnels . Haut : Deux

ealisations de mouvements browniens fractionnaires. Bas : speo#r multifractal correspon-
dant. Deux valeurs deH sont examirees :a gauche,H = 0:25 eta droite H =0:75.

1.2.2 Spectre multifractal

An d'analyser la collection des fh(t)g,,re, ON s'ineresse au spectre multifractal D,
egalement appek spectre des singularies, qui fournit une desription globale de la epartition
geonetrique des fh(t)gioRrd.

Ce nition 1.6 (Spectre multifractal [142, 80],). Soit un processusf X (t)gi,re ainsi que
fh(t)giore I'ensemble de ses exposants de Helder. Soit I'ensemble iso-HeldEr(h) = ft 2
RY j h(t) = hg. On appelle spectre multifractal D la collection des dimensions de Hausdor
de (E(h))n o i.e.,

D(h) =dim E (h): (2.8)

Lorsque I'exposant de Helderh vaut H en tout point, le processus est ditmonofractal et le
support du spectre multifractal est eduita un singleton. En par ticulier, les processus autosi-
milaires (voir De nition 1.1) forment une famille de processus monofractals (voir a contrario
les processus de levy [113]). Pour les fBm (voir De nition 1.2), le spectre multifractal prend
la forme suivante :

Exemple 1.1 (Spectre multifractal d'un fBm) . Soit un fBm f X (t)gi2r caracerie par I'ex-
posant de HurstO<H < 1, alors son spectre multifractal D skcrit :

(
-
(8h 0) D(h)= 11 ’:non_H’ (1.9)

Deux ealisations de fBm unidimensionnels sont illustees par la Figure 1.1 pour H =
0:25 (gauche) etH = 0:75 (droite). Les spectres multifractals correspondants, egalement
repesenes, sont tout deux des diracs enH .
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Figure 1.2 { Exemples de processus multifractals unidimensionnels
ealisations de marches akatoires multifractales. Bas : spectre miifractal correspondant.
Pour c; = 0:5, deux valeurs dec, sont examirees :a gauche, c,

C =

0:04.

. Haut : Deux

0:0025 eta droite

Alors que les processus monofractals sont caraceries par un seul pesant H, les ex-
posants de Helder h pour des processusnultifractals peuvent varier (de manere continue
ou discontinue) d'un pointa un autre, i.e., le support du spectre multifractal correspondant
n'‘est plus eduita un singleton. En outre, les processus satigaisant (1.5) forment une fa-
mille de processus multifractals. En particulier, nous nous ineresserons dans le Chapitre 3
aux marches akatoires multifractales, qui ont la particularie d'a voir un spectre multifractal
parabolique.

Exemple 1.2 (Spectre multifractal d'une marche akatoire multifractale (MRW) [179, 3])

Soit une marche multifractale akatoire de dimensiond caracerise par les paranetres et
. Alors son spectre multifractal est une parabole déequation :
(h 01)2_
(8h 0) D(h)=d+ ——; (1.10)
2C

alc= + 2Retcy= 2. Deux exemples de MRW unidimensionnels sont illustes par
la Figure 1.2 pour (c1;¢2) = (0:5; 0:0025) (gauche) et(cy;cz) = (0:5; 0:04) (droite).

1.3 Formalisme multifractal

En pratique, il est di cile voire impossible d'estimer le spectre D par la mesure deh (cf.,
e.g., [134] pour une revue de diverses nethodes). Dans cette semti nous pesentons une
methode d'estimation e cace base sur le formalisme multifractal .
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1.3.1 Fonction de partition et fonction déchelle

Le formalisme multifractal repose sur l'utilisation de coe cients m ultiesolution de X,
noes T(a;t), cependanta la fois de lechelle a et de la position t. Ces coe cients pouvant
gtre par exemple les accroissements d¢, i.e., T(a;t) = X (a+t) X(t), les coe cients d'on-
delettes [139] voire les coe cients d'ondelettes dominants [114, 213]. Unproprek recessaire,
est que ces coe cients doivent reproduire localement I'exposainde Helder dans la limite des
petitesechelles [112, 115, 139], i.e.,

iTat)j  a"®: (1.11)
al 0

Plutdt que mesurer ponctuellement h a chaque position t, le formalisme multifractal
a recours a une approche statistique reposant sur l'utilisation dela fonction de partition
suivante decrivant les proprees statistiques de X.

Ce nition 1.7  (Fonction de partition) . Soit T (a;t) des coe cients multiesolution cependant
de lechelle a > 0 et de la positiont 2 RY. On appelle fonction de partitiona l'ordre q2 Z ,
la quantie e nie par

Sq(a) = EjT(a; )j9= EelnT@) (1.12)

L'invariance dechelle d'un processus se traduit par le comportenent en loi de puissance
suivant de sa fonction de partition :

Ce nition 1.8 (Fonction dechelle) . Si X est invariant dechelle, alors sa fonction de par-
tition possede le comportement en loi de puissance suivant

Sq@) . a @ (1.13)

al la fonction q 7! (qg) est appeke fonction déchelle. En particulier, pour une certaine
gammea 2 [a@min; amax] € d 2 [Gnin; Gmax], ON peut consicerer en premere approximation
gu'il existe F tel que

Sq(a) = F(g)a (@: (1.14)

La forme concave de la fonction dechelle , obsenee exgerimentalement en [95] peut &tre
expligueea partir des uctuations de la egularie locale :

Proposition 1.1 (Lien entre fonction dechelle et spectre multifractal) . Soit un processus
caracerie par le spectre multifractal D et la fonction dechelle . Alors D et sont les par
la transformation de Legendre suivante :

(g) = "‘J (gh D (h)+ d): (1.15)

Donc est concave (voir e nition 2.3 et Remarque 2.6). Par congequent,a partir de , le
spectre multifractal peut étre obtenu par

D(h) —inf(qh (@ + d); (1.16)

al legalie est obtenue dans (1.16) pour certains processus.

Remarque 1.2. Le esultat de la Proposition 1.1 peut &tre compris par I'heuristique suivante.
Pour tout t 2 RY, il y a environ jajP (") botes de volumejaj® pour lesquellesh(t) hg et
par conequentjT(a;t)] j aj". Des lors,
A Z A
Sq(@) RdjT(a; t)j%dt hjathjaj D (Mjajddh = hjathD (N+dgh (1.17)
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Lorsquea! O, la contribution dominante dans (1.17) est donree par

(@=inf (gh D (N)+ d): (1.18)

Selon la nature mono/multi-fractal d'un processus, nous pouvons distiguer deux caegories
de fonctions dechelles : pour les processus monofractals,varie lireairement avec q alors que
pour les processus multifractals, est une fonction non lireaire concave.

En pratique, on utilise des relations comme (1.16) permettant de reliedes quanties, par
exemple la fonction dechelle , au spectre multifracal D. Les relations de ce type sont appekes
formalisme multifractal. Dans la suite, nous cetaillons comment appliquer ce formalisme en
pratiquea partir des coe cients d'ondelettes dominants.

1.3.2 Processus monofractal et coe cients d'ondelettes

Pour les processus monofractals aD est de la forme (1.9), on peut montrer par l'interme-
diaire de la Proposition 1.1 que

q7! (9= 9gH (1.19)
est une fonction lireaire. Dans ce cas, et quel que soi2 Z ,

H = lim In Sq(a); (1.20)
a0 glna

ce qui suggere queH peut etre estime par egression lireaire de In Sq(a) vs. gln a. En parti-
culier, une nethode epute e cace repose sur l'utilisation des coe cients de la transformee
en ondelettes discete comme quantie multi-esolution [82, 5, 115].

Ce nition 1.9 (Transformee en ondelettes discete [139]) Soit ¢ une ondelette nere, a
savoir, o2 L2(R) et
z
(812f0;:::;N  1g) t o(t)dt O (1.21)
R

a N dsigne le nombre de moments nuls deg. Notonsegalement

fik()=2 72 g2 1t K)g2zken (1.22)

la collection des versions dilates et translaees de o qui forment une base orthogonale de
L2(R). Le coe cient d'ondelette de fX (t)giora lechelle a =21 eta la position t = 2/ k est
alors repesent de manere non redondante par la quantie D (j;k), a

z

D(ik)=h jx:;Xi= 2752521t KX (t)dt (1.23)
R

Le lecteur est inviea se ekrera [12] pour une introduction au x ondelettes bidimensionnelles.

En guise d'exemple, nous proposons de cetailler comment estimad via (1.20)a partir
des coe cients d'ondelettes pour les fBm. Le méme raisonnementera ereralie au cadre
multivare dans le Chapitre 5.

Exemple 1.3 (Mouvement brownien fractionnaire [82]). Soit un fBm fX (t)gior de pa-
rametres 2 > O et 0 < H < 1. Etant donre que X est enterement caraceri®e par ses
proprees statistiques d'ordre 2, nous consicerons sa fonction de partitiona l'ordre g = 2
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exprinree a partir des coe cients d'ondelettes, egalement appeke spectre en ondelettes qui
skcrit

Se2(2) ED(; )D(; ) = 2 428D, (1.24)
al 1 Z Z

H= = juiffdu  o(v) o(v u) dv: (1.25)
2 R R

Des lors, H (ou plutdét 2H +1) peut étre estime comme le coe cient de egression lireaire de
In Sg=2 (2)vs.In21, et 2 (ou plutbt 2 ) peut ensuite étre deduit via l'ordonreea l'origine.

Demonstration. A partir de (1.3),

ED(j; )D(; ) = o K (1) jx (S EX ()X (s) dtds (1.26)
Z

= 22 ik () jk(s) jt  sj®dtds (1.27)
ZZR2

= g (V) jk (v u) juj?dvdu (1.28)

D'apes la ¢k nition des ondelettes  j (v) =2 152 o(v2 } k), il s'en suit donc que

Z
2 ) )
ED(j; )D(; ) = 72’ ov2 1K) of(v w2l k) juj*dvdu (1.29)
, Z° . . .
= —21 o(v) o(v u)j2ui®® 2dv 2du (1.30)
2 R2
| 12 z
= 2224(H+1=2) > judu  o(v) o(v u) dv (1.31)
R R

O

Remarque 1.3. En pratique, pour l'analyse d'invariance déechelle il est parfois d'usage
d'utiliser des coe cients d'ondelettes re-normalises par la norme "4, i.e.,

d(isk) =2 172D (j;k) (1.32)
an de faire disparatre I'exposant 1=2 dans (1.24) (cf. [16]).

1.3.3 Processus multifractal et coe cients dominants

Pour les processus multifractals, le support deD n'est plus eduita un singleton et son
estimation est alors plus celicate. Plusieurs consequences aoulent de la transforrmee de Le-
gendre reliant a D (voir Proposition 1.1). Premerement, la cerivce de  enq 0 donne
la position du maxima de D, tel qu'illuste par la Figure 1.3 en pointiles. Deuxememe nt,
les cerivees de pour g > 0 (resp. g < 0) permettent de mesurer la partie croissante (resp.
cecroissante) de D. A n de caracteriser enterement D, il est alors recessaire d'examiner ,
et par consequent la fonction de structure Sy (voir (1.13)), pour des moments g regatifs et
positifs.

Cependant, puisque la ceccomposition en ondelettes d¥ possde recessairement un grand
nombre de coe cients D (j; k) proches de 0, la fonction de partition Sq(Zj) = EjD(j; )jY est
susceptible de diverger pourg < 0. C'est, entre autres, a n de pallier cette limitation, que
les coe cients d'ondelettes dominants ontet introduits [114, 128, 213, 115]. Dans la suite,
a n detudier les processus multifractals, nous utiliserons sysematiquement comme quantie
multi-esolution, les coe cients d'ondelettes dominants c¢ nis comme suit :
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C) D(h)
I\ )

| —{z—} |—{z—}

a>0 a<o
Figure 1.3 { lllustration de la correspondance entre et D. Lackericede eng=0
donne la position du maxima deD (pointiles). La partie croissante de D est obtenuea partir
de la connaissance de pour g > 0, alors que sa partie cecroissante est lee aux valeurs pour
q<o0.

& nition 1.10 (Coe cients d'ondelettes dominants [114]). Le coe cient d'ondelettes do-
minant autour de la position k eta lechelle j, noe L(j;k), est d& ni comme le supremum
local autour d'un voisinage spatial, de tous les coe cients d'ondetttesa travers lesechelles

0
plus nes 2 2 . Formellement,

LG;k) = sup jD(%k%j; (1.33)

Ljoko ik

al ik = [k (k+1)2)) et i = [ par 109! jik+p- Une illustration est disponible Figure 1.4
@ L(j;k) estindigte par une croix noire et ai le voisinage jx est acle en vert.

A pesent, si I'on consicere le ceveloppement polynomial de en 0, i.e.,
Ce nition 1.11 (Coe cients ( ¢p)p [13]).
S qp

(a) q:0 - Cpa;

(1.34)

@l c; corresponda la partie lireaire de , ai ¢ quanti e la premere ceviation de la lirearie,
et al les coe cients (cp)p 3 correspondenta des ordres de nonlirearie pluselewes.

alors le spectre multifractal peut etre approctea partir des coe cients ( ¢p)pon - En parti-
culier, dans la suite nous consicerons souvent I'approximation parablique du spectre multi-
fractal suivante :

Proposition 1.2  (Developpements du spectre multifractal en log-cumulants). Soient (cp)p2n
les coe cients & nis en (1.34). Alors en premere approximation, nous pouvons consicerer
que

C1 2

C2

D(h) d+ % (1.35)

@ ¢ peut étre interpee comme la position du maximum de D et ¢, sa largeur.

An d'estimer ces coe cients, nous consicerons la quantie In Sq(2') similairea lenergie
libre en physique statistique. Tout comme les cumulants d'ordre let 2 de lenergie libre
donnent lenergie moyenne et la chaleur, nous consicerons le dgeloppement en cumulants
suivant
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Figure 1.4 { Coe cients d'ondelettes dominants. Le coe cient d'ondelette dominant
(croix noire) est e ni comme le supemum local de tous les coe cients d'ondelettes pesents
dans un voisinage spatial eta travers toutes lesechelles les pluses (vert). Figure emprunee
a [212].

Ce nition 1.12 (Coe cients ( Cp)pon )-

. X1 . qp

In EeIMLG) = cy@)=; (1.36)
p 1
p=1 P

al Cp(zj) est le cumulant d'ordrep deInL(j; ).

Les coe cients (Cp)p2n sont directement les aux coe cients ( Gp)pon  permettant de ca-
raceriser le spectre multifractal comme suit :

Proposition 1.3  (Relation entre C, et ¢, [213].). Soient Cp(zj) le cumulant d'ordre p de
InL(j; ) etcy, le coe cient d'expansion polynomial d'ordre p deq7! (q) en O (cf. (1.34)).
Alors

Cp(2) = cop+In(27)cy: (1.37)
Cemonstration. A partir de la De nition 1.8, nous obtenons
In(EjL(; )i =In F(g)+ (g)In)): (1.38)

Ces lors, si I'on consicere d'un coe le ceveloppement en cumulant (Cp) de InL(j; ) cerive
en (1.36), et de l'autre les ceveloppements de Taylor deg! 0 de (cf. (1.34)) etInF :

pS qp
InF(q) = Cop— s (1.39)
o1 P
alors nous pouvons alors montrer que
Cp(2) = cop+In(21)cy: (1.40)

Remarque 1.4. Les coe cients (cp)p 1 sont appeks log-cumulants ddn L (j; ).

A partir de la relation (1.37), il appara’t que les log-cumulants peuvert étre obtenus par
egression lireaire de Cp(2') vs. In(2') [213].
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1.4 Questions ouvertes

La formulation actuelle du formalisme multifractal repose sur I'hypotrese que les pro-
prees multifractales du processus d'inerét X sont homogenes, c'esta-dire queD decrit les
proprees de X (t) pour tout t 2 RY9. Mais dans de nombreuses situations, il se peut que
celles-ci puissent varier dans le temps ou spatialement. On retrau@ par exemple cette situa-
tion lors de l'analyse de photographies satellitaires comprenanta la fa des textures de nuage
et de neige [181]. Bien qu'il soit di cile de les distinguer visuellement, ces deux textures sont
connues pour étre invariantes dechelle et caraceriges par un spectre multifractal dierent.
Dans ce cas, la fonction de partitionSy ne doit pas étre calcuke sur la totalie de I'enre-
gistrement disponible mais sur chacune des egions al les propees multifractales puissent
etre consiceees homognes. Cependant, ces egions sona priori inconnues et doivent étre
estimees conjointement avecD, ce qui complique la proedure d'estimation. Cette question
sera aborcee au Chapitre 3a l'aide des approches variationnelles bags sur la variation totale
ckecrites au Chapitre 2.

Dans ce chapitre nous avons pesent le formalisme multifractal powant s'appliquer a
tout processus univarg, qu'il prenne par exemple la forme d'unsignal ou d'une imageX .
Cependant, avec le ceveloppement des nmethodes d'acquisitioret I'aces a un plus grand
nombre de capteurs, les processus enregistes sont de plus eruplmultivares par nature, i.e.,
X =(Xq;:::;Xm)” . Des lors, analyser leurs proprees d'invariance dechelle conjointement
permettrait de mieux comprendre les mecanismes sous-jacentséeurelaboration. Un premier
pas dans cette direction consisteaetendre la ¢k nition de I'au tosimilarie (voir De nition 1.1)
aux processus multivares. Dans ce cas, la fonction de partition esun nmelange de plusieurs
lois de puissance que les techniques d'estimation univarees neermettent pas de cerrelanger.
La conception d'un paradigme d'estimation multivare complet reste un probeme ouvert dans
la literature. C'est dans ce contexte que le Chapitre 5 apporte sacontribution en proposant,
a notre connaissance, le premier proedc d'estimation complet ce processus bivares autosi-
milaires. La methode sera appliquee sur des donrees eellegssues du tra ¢ internet dans le
Chapitre 6.
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Quelques grandes classes de nethodes pour dtecter les discont inuies. Une

premere classe de nethodes lireaires permettant de deteder les discontinuies des pro-
prees statistiques consistea Itrer les donrees de facon aeliminer le bruit pesent dans les
hautes fequences en appliquant un Itre passe bas. Toutefois, la @lution cebruite pesente
des oscillations au voisinage des discontinuies (pltenonmene de dibs) [116]. Des ltres non
lireaires allant du Itre nmedian glissant [199, 101, 218] au seuillage des coe cients d'onde-
lettes [140, 46, 70] ont alors et ckveloppes. Cependant, la premere classe de methodes a
tendance a lisser le signal, masquant ainsi la dcetection pecisede la position des disconti-
nuies. Quanta la seconde, reposant sur des ogerations de seuiige dur (norme ") ou doux
(norme ;) des coe cients d'ondelettes, elle implique une perte des dtails [46, 77].

29
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En paralkle, une grande partie de la literature dedee aux prob Emes de detection de
discontinuies s'est ceveloppee en inkrence bayesienne et tests d'hypotteses. Les nethodes
fequentistes, telles que l'approche Cusum, reposent sur urtest d'hypottese a partir du
rapport de vraisemblance [210, 163, 106, 61, 135]. Les nethodes bayesiennes pettent
d'incorporer des a priori suppkmentaires comme par exemple la distribution des disconti
nuies. La premere nethode bayesienne pour cetecter de s discontinuies aee ceveloppee
en [96] pour le contrble de qualie des machines. La maintenance des apeils est decicee
guand la distribution postrieure d'étre dans un etat defect ueux cepasse un certain seuil
[186, 187, 170, 171]. Notons que ces approches permettent une cetection desaodistinuies
en ligne. Lorsque la distribution poserieure ne posede pas d'egression explicite, des algo-
rithmes de Monte Carlo par Chanes de Markov (MCMC) doivent étre envisages, pouvant
conduire, pour certains probemes,a des temps de calculelees [68, 151].

Approches variationnelles. Le probkme de cktection de discontinuies peutegalement
étre consicee du point de vue des approches variationnelles o la solution cebruiee minimise
un criere compoge d'un terme d'attache aux donrees et d'un terme de egularisation. Dans ce
second chapitre, nous nous ineressonsa l'utilisation de la variaion totale (TV) comme terme
de egularisation. Renaliser la variation totale par une norme favorisant la parcimonie, e.g. 1
(dit "1-TV ou seulement TV) ou "¢ (noe “o-TV par abus de langage), permeta la solution
restauee de peserver un nombre restreint de discontinuites. Le terme variation totale aee
introduit en cebruitage d'image dans [182] au la variation totale ";-TV de l'image analyse est
minimigee sous contrainte que le bruit soit de moyenne nulle et @ variance connuea priori . Les
contraintes sont introduitesa l'aide de multiplicateurs de Lagrange et l'algorithme propos
permet de esoudre lesequations de stationnarie d'Euler Lagrangea I'aide d'une nethode de
descente de gradient. D'un cOg, les ecents travaux autour de loperateur proximal permettent
de esoudre le probeme "1-TV plus rapidemment et avec davantage de exibilie [38, 209].
De l'autre cOk, le probeme “(-TV, pourtant non convexe, peut étre esolu de manere exacte
et e cacement par des algorithmes de programmation dynamique [217, 216, 192, 93, 193],
mais son extensiona dierents espaces oua des crieres gereriques impliquants la pesence
d'un terme "o-TV n'est pas sysematique.

Les premeres contributions de la *;-TV dans la communaut du traitement du signal
ontet formukes dans le cadre de la treorie  taut-string  [58, 76]. Les nethodes taut-
string , ainsi que les methodes run , reposent sur I'encadrement du signala analyser par
des bornes locales. Le signal cebruie est ensuite ¢k nia partir des positions et des valeurs
pour lesquelles les bornes sontegales. Il a plus tard ee monte en [141] que la solution

taut-string  estegalement la solution du probeme de egularisation "1-TV. Des travaux
ecents continuent d'étre developpges pour calculer directement la solution [52], etendue a
dierents espaces non recessairement vectoriels [194] et pour dirs probemes de egression
TV (egression de Poisson, TV pondceee) [76, 19, 121]. Si les nethodesen ligne Cusum,

run et taut-string possedent I'avantage de pouvoir calculer la solutiona la voke, leu
extension au cadre vectoriel oua des probemes impliquant des comtintes sur la dynamique,
s'awere cependant beaucoup plus compligiee.

Dans la Section 2.1, nous formaliserons les probemeg-TV et "1-TV pour les signaux, et
nous rappellerons diverses notions d'optimisation convexe non lisse.€., non dierentiable)
qui seront utiles tout au long de ce manuscrit. Nous en pro terons pour domer plusieurs
algorithmes proximaux permettant de esoudre le probeme "1-TV et les comparererons dans
la Section 2.2. Puis, nous ¢ nirons dans la Section 2.3 un criere permettant devaluer la
qualie de I'estimation des discontinuies de signaux constants par morceaux. Pour nir, nous
discuterons dans la Section 2.4 de I'extension des probemeg-TV et "1-TV aux images.
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2.1 Introduction aux probémes o-TV et 1-TV

2.1.1 Probéme non convexe o-TV

Consicerons une observationy = X+ b2 RN d'un signal constant par morceauxx 2 RN
corrompu par un bruit additif b 2 RN. Dans la suite du manuscrit, sauf mention contraire,
nous supposerons qué est un bruit blanc gaussien cente de variance 2 inconnue, i.e.,
b N (0; ?1yn).

A n d'obtenir une solution cebruike constante par morceaux, nous pou vons maximiser
la vraisemblancep(yjx) = (2 2) N“2exp ky xk?®=2 2 ou de mangere equivalente mi-
nimiser I'anti-log-vraisemblance, sous contrainte que le nombre deigcontinuies soit limie,
i.e.,
1 X1
o =arg min ~ky xk3 sujeta (Xn+1  Xn)  K; (2.1)
x2RN 2 _
n=1
al est la fonction de Dirac egale a 0 si son argument est nul et 1 sinon, etk est le
nombre maximal de discontinuies autorie. Une nethode reposant sur le criere de Schwarz
aetk propose pour estimer K e cacement [131, 219]. Le probeme (2.1) peut &tre eecrit de

manere equivalente
1 .
b =arg min =ky xk% sujeta kLxky K; (2.2)
x2RN 2

al la pseudo-norme "o compte le hombre deements non nuls et au L est l'operateur de
premeres dierences, t ni par

Bn2f1;:::;N  19); (LX)n = Xn+1  Xn: (2.3)

Le probeme contraint (2.2) peutegalement &tre reformuk sous forme egularisee, ce qui mrene
au probeme suivant :

Probéme 2.1 (Probeme “o-TV). Soienty 2 RN et 0. On appelle probeme "o-TV le
probeme consistanta trouver

© =arg min }ky xk3+ KkLxko (2.4)
x2RN 2

@ L est 'operateur lireaire de premeres dierences ce ni en  (2.3).

Remarque 2.1. Le Probeme 2.1, egalement appek probeme de Pott univare, est connu
sous le nom de probeme de Mumford-Shah constant par morceawans le cadre continu et
bidimensionnel.

L'hyperparanetre  est appek paranetre de egularisation et permet de relativiser les
contributions du terme d'attache aux donrees et du terme de egularisation. En divisant le
second membre de (2.4) par 2, nous remarquons qu'il varie naturellement comme = 2~
Pour ! 0, seul le terme d'attache aux donrees contribue signi cativement dans le criere et
par conequent ® y est compog d'une multitude de segments. A l'inverse, pour ! +1 ,
guasiment seul le terme de egularisation contribue eth est compos d'un seul segment. Par
congquent, le choix de impacte fortement la qualie de l'estimateur b . Dans ce chapitre,

nous consicerons que est connu. Son estimation sera discuee dans le Chapitre 8.
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Bien que le Probeme 2.1 (¢-TV) soit non convexe, il peut étre esolu de manere exacte
a l'aide de nethodes de programmation dynamique [217, 216, 192, 93, 193]. Le princgpde

l'algorithme eside sur le fait que la solution o™ 2 R sur (y1;:::;Yn) peut etre obtenue
en temps polynomial O(n2)a condition que les solutions (0™ ;%@ ;:::: %™ V) sur chaque
observation partielle f(y1); (y1;¥2);:::;(Y1;:::;¥n 1)g soient connues. An de calculero™
n solutions candidatesfx®;::::x (Mg d nies par
@ 2fLng) xO=(p0 D7 1n )7 (2.5)
|—{z—} ' =75
taile r 1 taillen r+1
@ g est la moyenne des observationsyt;:::;yn), sont proposes. La solution retenue

est alors celle possdant le criere (2.4) le plus faible. Une impémentation e cace repo-
sant sur la technique d'acekration propose dans [192, Algorithme 2] st disponiblea I'ad-
dressepottslab.de

Le probeme peut egalement est esolu de manere exacte lorsque ¢ terme d'attache
aux donreesky xk3 est remplae par ky  xkj (i.e., bruit Laplacien b) [194] ou par la
divergence de Kullback-Leibler entrex et y (i.e., bruit Poissonien b) [75]. Toutefois, I'ex-
tension du Probeme 2.1 (o-TV) au cadre bidimensionnel, discuee plus en cetails dans la
Section 2.4, reste NP di cile. D'un cog, diverses strakgies ont et proposes pour approcher
le Probeme 2.1 ("o-TV) par un probeme plus simple ai par exemple le nombre de valeurs
Q prises parx est suppos connua priori. D'un autre cot, une partie de la literature s'est
inereseea la relaxation convexe du Probeme 2.1 en remplacant la pseudo-norme g par la
norme convexe'; [36, 18, 209, 52]. Dans la suite, nous nous ineresseronsa cette seconde
classe de nethodes.

2.1.2 Probéme convexe "1-TV
Une relaxation convexe du Probeme 2.1 skcrit

Probéme 2.2  (Probeme “;-TV). Soienty 2 RN et 0. On appelle probeme™;-TV le
probeme consistanta trouver

.1

b =arg min “ky xki+ KkLxk; (2.6)
x2RN 2

a L est l'operateur lireaire de premeres dierences e ni en  (2.3) et & kLxKk; est la

variation totale de x [182].

Remarque 2.2. Si les amplitudes des discontinuies dex sont de méme ordre de grandeur
x, alors les Probemes 2.1 et 2.2 sontequivalents pour X -

L'emploi de la norme “; permet de slectionner un nombre restreint de discontinuies,
donnant par consequenta ¥ un aspect constant par morceaux. En contrepartie, la norme ;
introduit un biais sur l'estimation des valeurs de x sur chaque segment. En e et, consicerons
la ealisation y 2 RN (N = 109) illustee sur la Figure 2.1 (haut) en gris. La solution ® -,
(rouge) du Probeme 2.2 est compose de nombreux segments alors que =19 (jaune) et
b -100 (violet) comportent moins de segments mais leur estimation des valesrde x (noir)
est davantage biaise.

La Figure 2.1 (bas) illustre ce compromis en fonction de aveca gauche le nombre
de discontinuies, i.e. KL% ko, eta droite I'erreur quadratique relative MSE[ b ;X] = kb
xk?=kxk?. La valeur yse qui permet de minimiser la MSE conduita une solution surestimart
d'un ordre de grandeur le nombre de discontinuies dex. A l'inverse, la solution obtenue pour

seg Btient le bon nombre de segments mais possde un biais important.
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Figure 2.1 { lllustration de % solution du Probéme 2.2 . Haut : » pour =1
(rouge), 10 (jaune) et 100 (violet). Bas : compromis entre le biais et le noiltre de segment.
Bas gauche : le nombre de discontinuies deé decro’t avec . Bas droite : erreur quadratique
relative entre ® et X en fonction de . La valeur psg qui permet de minimiser la MSE
conduita une solution surestimant d'un ordre de grandeur le nombre ¢ discontinuies de X.
A linverse, la solution obtenue pour seq cktient le bon nombre de segments mais possde
un biais important.

Remarque 2.3 (E et d'escalier) . L'emploi de la variation totale est susceptible de causera
la solution ® un e et d'escalier. Cet e et se traduit par » pesentant plusieurs marches
d'escalier au niveau des discontinuies dex. Cet e et est illuste Figure 2.1 (haut, encade).
Par consquent, cet e et implique qu'il est dicile de quanti er la qualit e d'un estimateur
b de X seulementa partir de leur nombre de discontinuies respectif. En e et, la solution
b -100, illustee Fig. 2.1 (haut, violet) posede le méme nombre de disontinuies que X,
mais possde une MSE relativeelevee. A n de mesurer les performances ‘éstimation, nous
promouvons l'utilisation de l'indice de Jaccard cecrit dans la Section 2.3.

En pratique, il est souvent pegrable d'avoir un estimateur non biaie % . Une nethode
nawve consiste a e-estimer ® a posteriori sur chacun de ses segments. Recemment, une
methode a et introduite en [60] pour supprimer une partie du biais de b interente a
l'utilisation de la norme ";. Notons egalement que sous certaines conditions sux et sur

2 la solution du Probeme 2.2 garantit de retrouver exactement le supprt de LX [202, 201].

Il est bien connu et largement documene dans la literature que l'unique solution du
Probeme 2.2 peut étre obtenue par des algorithmes de points xes [18209]. Cependant,
esoudre ce probeme recessite de traiter la non-dierenti abilie de la norme ;. Une premere
approche consiste a ajouter un paranetre additionnel pour lisser B norme "1 [208]. Une
seconde passe par la mise en oeuvre d'algorithmes proximaux dont leipcipe est rappek
dans la section suivante.
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2.1.3 Sclemas ieratifs d'optimisation convexe

Le Probeme 2.2 est un probeme de minimisation d'une fonction
fRV 1 11 ;+1] (2.7)

X 7! %ky xk? + KLxkq (2.8)

appartenant a la classe o(RN) des fonctions convexes, semi-continues inérieurement et
propres deRN dans]1 ;+1 ] Il fait partie du probeme grerique d'optimisation convexe
suivant :

Probéme 2.3.  Soit une fonctionf 2 o(RN). Le probeme gererique d'optimisation convexe
consistea trouver

¥ 2 Argmin f (x); (2.9)
x2RN

al la notation Arg indigue que % est un minima global def. Lorsque f est strictement
convexe, i.e., unicie du minimiseur, nous adopterons la notation

b = arg er;ing (x): (2.10)

Lorsquef est dierentiable et de gradient -Lipschitz, I'algorithme de descente de gradient
garantit de trouver le minimum %a condition que le pas ga chaque ieration Kk soit choisi
tel que g 2]0;2= [. Les ikrations sont de la forme

8k 2 N) xKH =¢1 rf)(xk) (2.11)
. (8k2 N)  xIH =y g (x KD (2.12)
Lorsquef n'est pas dierentiable en x[l, i.e., lorsquef est non lisse, le gradient f (x[X)

n'est plus e ni et f est caracerie en xX! par un ensemble de sous-gradients appek sous-
dierentielle et ce ni comme suit

D& nition 2.1 (Sous-dierentielle de Moreau [155, 156]) Soit une fonction propref : RN !
] 1 ;+1]. La sous-dierentielle de f, noee @f, est I'ensemble c ni par

Bu 2 RV); @{u)= fw2 RVj@Bv2RN)w u;wi+ f(u) f(v)g: (2.13)
Remarque 2.4 ([156]). Sif est dierentiable en u, alors @fu) = fr f (u)g.

Des lors, chaqueetape de descente de gradient (2.12) peut étre reptace par une descente
de sous-gradient aur f (xkl) est remplae par uneement wl! de la sous-dierentielle de f
enxX je.,
(8k2 N) xMk = xk Wk wk 2 @{xk) (2.14)
. Bk2N) xkU2a @pxM): (2.15)

Ce type d'algorithme est appek algorithme de sous-gradient et aet introduit en [188]. Le
lecteur pourra se etrera [169, 25, 157, 159] pour des travaux plus ecets.

1. Les ce nitions des fonctions convexes, semi-continues inerieurement et propres sont rappekes en An-
nexe A.
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Figure 2.2 { Algorithme de sous-gradient pour minimiser f=jj Pourx@= 15
et(Kken= =1
Exemple 2.1 (Algorithme de sous-gradient pour minimiserf = jj). Consicerons le probeme

visanta minimiser la fonction f : x 2 R 7! jxj illustee Figure 2.2 (gauche) en bleu. Le
probeme de point xe de l'algorithme de sous-gradient est repesek Figure 2.2 (droite)

pour la suite constante( y)on = = 1. Les ieees xIX pour linitialisation x[% = 1:5
sont quanta elles repesenees en orange. On remarque que si le pas est cdant, les suites
(x5 = 0:5 et (x[?),,y = 0:5 sont constantes et l'algorithme ne converge pas vers

la solution ®=0.

Des garanties de convergence sont obtenues pour un pas cecroissant comhnta des
probemes nuneriques sur la solution estimee. A n d'obtenir d es esultats de convergence
applicables en pratique, on consicere des algorithmes de sous-gradteimplicite, i.e., w1 2
@1 x 1), conduisanta l'algorithme du point proximal :

8k 2 N) xkl =y wkl q w2 @{xk+) (2.16)
. (8k2 N) xMU =prox (x) (2.17)

al prox | ¢ est l'ogerateur proximal de la fonction f. Le passage de (2.16)a (2.17) utilise
la caracerisation sous-dierentielle de l'operateur proximal rappekea la Proposition 2.1. La
notion d'operateur proximal introduit en [156] est rappeke ci-dessous.

I nition 2.2 (Operateur proximal [156, Notation 3.b]) . Soit une fonction f 2 o(RN).
L'ogerateur proximal de f enu 2 RN, noe prox; (u) est l'unique point qui minimise f +
1 2

sk uke, i.e.

2 ) )

prox; : RN 1 RN (2.18)

1
u 7! arg min —ku  xk3+ f (x); (2.19)
x2RN 2

Il est une gereralisation de la projection Pc(u) de u 2 RN sur un ensemble convexe
C RN, ie., Pc(u) = prox c (U) @ {c est la fonction indicatrice sur C.

Exemple 2.2 (Operateur proximal de la norme “; [40]). Soit 2]0;+1 [ et une fonction
RN I R:u 7! kuky. On a alors, pour tout u = (un)1 n n 2 RN, prox kk, (U) =
(n)1n n avec

8
2 Un Si Uy > ;
Bn2f1;:::;N@); n=_0 sioupn2[ ; 1 (2.20)

Un + Si Up <
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—(@1+. @) *=prox ¢
Sll=-1

Figure 2.3 { Algorithme proximal pour minimiser f = j. Pour x = 1.5 et
(KWken= =1

L'operateur prox , corresponda l'ogerateur de seuillage doux noe soft = sign( ) maxfj
j ; 0Og, illuste Figure 2.3 (droite, en bleu) pour =1.

Exemple 2.3 (Algorithme proximal pour minimiser f = j j). Considerons le probéme visant
a minimiser la fonction f :x 2 R 7!jxj illustee Figure 2.3 (gauche) en bleu. Le probeme de
point xe de l'algorithme proximal correspondant est repesente Figure 2.3 (droite) pour la
suite constante( y)xon = = 1. Les ieees xIX pour linitialisation x[% = 1:5 sont quant
a elles repesentes en orange. Contrairementa l'algorithme de sousgradient, I'algorithme
proximal converge en deux ierations versk = 0 pour un pas constant.

La caractrisation de l'operateur proximala partir de la sous-di  erentielle est duea Mo-
reau [156, Proposition 6.a] et senonce ainsi :

Proposition 2.1 (Caracerisation sous-dierentielle de I'ogerateur proximal [ 156, Proposi-
tion 6.a]). Soient une fonctionf 2 o(RN) etp 2 RN, alors

p=proxix , x p2@(p) ., p=(1+@) '(x) (2.21)

al l'application (1 + @# ! est appeke esolvante de I'operateur @f

2.2 Resolution du probéme "1-TV

Dans cette section, nous cetaillerons et motiverons les principawalgorithmes permettant
de esoudre le Probeme 2.2. Nous avons pris le parti de pesenterds algorithmes proximaux
pour leur exibilie par rapport aux nethodes en ligne et car nous le s utiliseronsa plusieurs
reprises dans ce manuscrit comme nethodes de etrence.

D'apes la Ce nition 2.2 de I'operateur proximal d'une fonction, le minimiseur® de (2.6)
peut se formuler comme suit

_ 1 ) ) |
v =arg )[TZ]IF?N Eky xks + |£ Zx_k% =proxq  (¥); (2.22)
g L(x)

de gradient Lipschitz, a1 g= k Kkj est une fonction convexe non lisse et est un operateur
lireaire. De nombreux operateurs proximaux possedent une forme explicite (voir [40, 49])
dont celui de la norme™; rappeka I'Exemple 2.2.

Cependant, la di cule provient ici de l'ogerateur lireaire L. En e et, prox 4 | posede
une forme explicite siL satisfait la condition faisant I'objet de la proposition suivante
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Proposition 2.2  (Voir [48, Proposition 11]). Soientg2 o(RM) etL 2 RM N un operateur
lireaire. Si
LL = 1 @ 2]0;+1 ] (2.23)

alorsg L2 oRN) et
proxg . =1+ 'L (prox, 1) L: (2.24)

Or, cette condition n'est pas \eriee pour L c ni en (2.3). A n de pallier cette di cule,
nous allons voir dierentes nethodes declatement proximales (  splitting ) permettant de
converger versk . Trois approches sont possibles.

La premere repose sur la formulation du probeme dual assocea (2.6) an de dceplacer
L dans le terme dierentiable. Le probeme peut ensuite ensuite étre esolua l'aide d'un
algorithme forward-backward (Section 2.2.1).

La deuxeme consiste a augmenter la dimensionnalie du probeme en incluant des va-
riables additionnelles. Nous pesenteronsa cet e et l'algorithme de Douglas-Rachford (Sec-
tion 2.2.2) et l'algorithme ADMM (Section 2.2.3).

La troiseme cherchea esoudre conjointement le probeme primal et le probeme duala
l'aide d'un algorithme primal-dual (Section 2.2.4).

2.2.1 Passage au dual

Une premeére stratgie pour trouver le minimiseur de (2.6) consistea esoudre son probeme
dual au sens de la dualie de Fenchel-Moreau-Rockafellar [81, 156, 180] decfana deplacer
l'operateur L dans le terme dierentiable.

En optimisation convexe,a chaque probeme peut etre assoce unprobeme dual impli-
guant les fonctions conjugwees du probeme initial, appek par oppostion probeme primal.
Nous suivrons ici les ce nitions du probeme primal et du probem e dual suivantes :

& nition 2.3 (Conjugte de Fenchel [81]) Le conjugwe de Fenchel d'une fonctionf : RN |
] 1 ;+1]estlafonctionf :RN1 ] 1 :+1]cknie par:

(Bu2RN) f (u)= sup (hu;vi f(v)) (2.25)

v2dom f
a domf est le domaine de la fonctionf (voir De nition A.3).

Probéme 2.4 (Probkeme de minimisation composite f + g L [221]). Soient deux fonctions
f:RV1]1 ;+1]etg:RM 1 11 ;+1]etune matriceL 2 RM N. Nous appellerons
probeme primal

min f (x)+ g(Lx); (2.26)
x2RN
et probeme dual
min f (L u)+ g ( u); (2.27)
U2RM

a f etg sontrespectivement les conjugles de Fenchel de et g.

Remarque 2.5. Notons que la formulation duale usuelle impligue u a la place de u
dans (2.27). Nous choisissons cette @ nition par soucis de colerence avec legsultats obte-
nus en [52] que nousetendrons au cadre vectoriel au Chapitre 4.

Remarque 2.6 (Voir [81]). Le conjugle de Fenchel d'une fonction dierentiable estegalement
appek transformee de Legendre.
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Proposition 2.3  (Voir [81]). Le conjuge de Fenchel d'une fonction est recessairement
convexe.

Eneet, f estconvexe puisqu'il est ¢k ni en chaque pointu comme le supremum d'une
famille de fonction a nes (donc convexes) enu.

A n d'obtenir le probeme dual assoce au Probeme 2.2, nous avons be®in de connaitre
les fonctions conjuglees def = %ky k 3etg= k ki. Pour se faire, nous pesentons les
conjugwes de Fenchel des deux fonctions suivantes [30, 22] :

Exemple 2.4 (Conjugte de la norme "} [22, Exemple 13.2]) Soit k Kp une norme ", avec
p 2]3;+1 [ Le conjuge de Fenchel def = tk kp est la fonction f = S-k kp telle que

1 1 _
14 1 =
5t 3 1.

Exemple 2.5 (Conjugwe de la norme ", [22, Exemple 13.3]) Soit k k, une norme ", avec
p 1etun paranetre 0. Le conjugie de Fenchel def = k kp est la fonction indicatrice
sur la boule*, de rayon telle que% + pi =1,ie,

0 si kukp ;

N —
@u2RY) T W=, @ 1 Gon

(2.28)

Par conequent, nous obtenons directement qug = {xx, etf = %ky+ k3. Nous pouvons
alors c nir le probeme dual assoce au Probeme 2.2.

Probéme 2.5 (Probeme 1-TV dual) . Soienty 2 RN et 0. On appelle probeme™1-TV
dual le probeme consistanta trouver

b 2 Argmin }ky + L ukd+ {o, (u): (2.29)
quN 1 2

Finalement, le Probeme 2.5 consistea minimiser la somme de dexi fonctions convexes

b2 Argmin (u)+ (u) (2.30)
U2RN 1
a = Zky+ L k3 est cerivable et de gradient -Lipschitz avec = kLk? a1 k k est la
norme d'ogerateur ¢k ni par
Kk= sup Ktuke. (2.31)

u2RNug0y KUKz

et = {xx, estnon lisse. Puisque + 2 (RN 1) est coercive?, alors (2.30) admet
au moins une solutionb [51, Proposition 3.1]. D'apes la egle de Fermat, b est enterement
carackerie par

02@ + )b)=fr (b)g+ @ (b) (2.32)
, T (b) 2 @ (b) (2.33)
, (b r (b) b2 @ (b) (2.34)
, b=prox (b r (b)) (2.35)

La dernere equation suggere que b peut-etre obtenu comme le point xe d'une certaine
application impliquant prox etr = L(L +y).Lorsque prox n'est pas connu, l'identie
de Moreau est utile pour calculer I'ogerateur proximal d'une fonctiona partir de celui de son
conjugte, et inversement.

2. La & nition de la coercivie est rappeke en Annexe A.
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Proposition 2.4 (Identie de Moreau [156, Proposition 6.c]). Soient 0 f :RN !
] 1 ;+1]etf son conjuge de Fenchel, alors

(8u2RN) u=prox; (u)+ proxe. (u=) (2.36)
Dans notre cas = g = {xy, avecg = k ki, nous obtenons ainsi que prox =

soft. (=).

Le Probkeme 2.2 ("1-TV) peut étre esolu par l'algorithme forward-backward qui combine
uneetape explicite (descente de gradient) et uneetape impligte (ieration proximale) [47, 51].
Les ierations sont pesentes par I'Algorithme 1.

Algorithme 1 Resolution du Probeme 2.2 (7 1-TV) base sur I'algorithme forward-backward

Entee : Parametres = kLk? et 2]0;min(1; 1= )].
1: Pour k=0,1,... faire

2: k2[; 2= ]

3 k2 [;1]

4:  ulkrzl= gl (L uk+y)

5: u[k+1] = u[k] + k(u[k+ %] kSOft: ) (u[k+ %]: k) u[k])

Sortie: ® =y+L b avech =limy +1 ulkl,

Sous certaines conditions enonees dans le treoeme de FenchdRockafellar, et reprises
dans le lemme suivant, la borne intrieure du probeme primal esegale au minimum du
probeme dual. On dit alors que le saut de dualie est nul.

Lemme 2.1 (Formule de dualie de Fenchel-Rockafellar [221, Corollaire 2.8.5]) Soient deux
fonctions f 2 o(RN), g2 o(RM)etL 2 RM N tel que02 sri(L(domf) domg)3. On a
alors
inf f(x)+ g(Lx)= minf (L u)+ g ( u): (2.37)
x2RN u2RM

De plus, 2 RN est un minimiseur def + g L si et seulement si il existeb 2 RM tel que

L b2 @fh) et b2 @EK).

Cette condition a l'avantage de pouvoir nous permettre de calculer laalution ¥ du Probeme 2.2
(primal)a partir de la solution © du Probeme 2.5 (dual) :

b =y+L b: (2.38)

2.2.2 Augmentation de la dimensionnalie

Une autre strakgie consistea introduire une variable auxiliaire z assujettiea la contrainte
z = Lx. Par congquent, si nous e nissons un nouvel ogerateur lireaire A =[L; 1y 1] 2
RN 1 N 1) |5 contrainte z = Lx peut se eecrire (x;z) 2 KerA et étre introduite dans
le probeme variationnel comme suit :

min }ky xka+ kzki+ {kera(X;2) (2.39)
CD2RCRY L2 § oz | —fz—)
f(x) o(2) (x:2)

3. La & nition de l'inerieur relatif fort (sri) d'un ensemble est rappeé dans I'Annexe A
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Cette eecriture du probeme " ;-TV peut alors s'interpeter comme un probeme de mini-
misation de la somme de deux fonctions = f + get dependant chacune de deux variables,
i.e.,

min x:z)+ (X;z 2.40
i D (62) (2.40)

a  (x;z) = f(x)+ g(z) est une fonction eparable enx et z. Les operateurs proximaux
assocesa et posedent une forme explicite connue [49]. En e et, pour > 0,

X Y.
1+
prox (x;z)=(x:;z) A (AA) A(x;z): (2.42)

prox (X;z)= prox; (X);proxq (z) = soft (z) ; (2.41)

Dans cette situation, l'algorithme de Douglas-Rachford permet de conveager vers la solu-
tion (b; b) de (2.39) en utilisant alternativement prox et prox . Les ierations correspon-
dantes pour esoudre le Probeme 2.2 (1-TV) sont pesenees dans 'Algorithme 2.

Algorithme 2  Resolution du Probeme 2.2 (7;-TV) base sur l'algorithme de Douglas-
Rachford

Entee : Paranetres 2]0;1[et > O.

1: Pour k=0,1,... faire

2: k2[;2 ]

3: (X[k+ %];Z[k"' %]):(X[k]’zlk]) A (AA ) 1A(x[k];z[k])

X[k+1] _ X[k] N (1 + ) 1(2)( (k] X[k+ %] + y) X[k]
zke Tz : soft (2z  zlk+zl) z[K
Sortie : b =lim +1 xX

Contrairement a l'algorithme forward-backward, I'algorithme de Douglas- Rachford est
adapet au cas al les deux fonctionsa minimiser sont non lisses. L'algoithme de Douglas-
Rachford a originellement ee introduit en [74] pour esoudre numeriquement le probeme
de conduction de la chaleura 2 et 3 dimensions. Plus ecemmentdes aneliorations et des
esultats gereraux sur la convergence de l'algorithme de Douglas-Rachford ontet developpes
dans [78, 48, 47].

2.2.3 Lagrangien augmene

Les methodes de directions alterrees des multiplicateurs, cormurement appekes ADMM,
sont une classe d'algorithmes permettant de esoudre des probeme de minimisation sous
contraintes. Elles reposent sur la cecomposition du probeme de nmimisation en plusieurs
probemes sparables et sur une adaptation de la nethode des mulplicateurs de Lagrange
[209, 29]. Dans cette section, nous pesenterons comment esoudre legbeme "1-TV via un
algorithme ADMM [29, 209, 193].

Le probeme formuk en (2.39) peut étre eecrit de manereeq uivalente

(

r=x;
min f(X)+ g(z) + {kera(r;s) sujeta (2.43)
Xx2RN:z2RN 1. r2RN:s2RN 1 S Z.

a cette fois-ci le crierea minimiser est la somme de 3 fonctions qui cependent chacune de
variables dierentes.
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Le Lagrangien augmeng assocea (2.43) est la somme du Lagrangien du probemeion
contraint et d'un terme de penalisation quadratique suppkementai re. Si nous introduisons des
variables dualest et t respectivement assocees aux contraintes = x et s = z, celui-Ci
skcrit

L(x;zir; st = £ (X)+ 92) + {kera(r;S)+ &7 (x 1)+t (z s)

+ —kx  rk®+ ékz sk? (2.44)
{z- }
fenalisation

al > 0 est un paranetre de genalisation »e. Si I'on fait intervenir le s variables duales
misesa lechelle u = w= ett = t= alors (2.44) peut-&tre eecrit sous la forme

L(x;z;r;s;u;t)= f(x)+ Ekx r + uk? Ekuk2
+g(z)+§kz s + tk? Ektk2 (2.45)

+ {kera(r;s):
Finalement, le probeme consistea esoudre

max inf L(x;z;r;s;u;t): (2.46)
(U2RN;t2RN) (x2RN ;z2RN 1;y2RN;s2RN 1)

A chaque ieration, le Lagrangien augment est minimise en alternant |a minimisation
par rapporta x (Algorithme 3,etape 3), z (Algorithme 3,etape 4), r et s (Algorithme 3,
etape 6).

Les variables dualesu et t sont quanta elle obtenues par ascension de gradient (Algo-
rithme 3,etapes 8 et 9).

Algorithme 3  Resolution du Probkme 2.2 (71-TV) base sur l'algorithme ADMM

Entee : Paranetre > 0.
1: Pour k=1,... faire
2:  Misea jour des variables primales :
. [k] [k]
x K = argmin, e f(X)+ okx 04+ yklg = ¥ - u7)
z[MU = argmin e 1 9(2) + skz sKT+ tkkZ =soft = (siK] k)
Projection sur I'ensemble des contraintes :
k] gkl = py o x [k g K] g ke K]
Misea jour des variables duales :
ulk+ll = ylkl + ( x [k+1] r k+1] )
9: I+l = gkl 4 (Zk+1 glk+l)

Sortie : (b ;b )=1lim +1 (xK;ulkl)

N gk w

2.2.4 Algorithme primal-dual

Une troiseme nethode consiste a combiner une minimisation dans I'espace primal et
I'espace dual. A partir de la De nition 2.3 du conjugle de Fenchel, nous pouvons remarquer
gu'il estegalement possible d'exprimer

g(Lx)= sup hujLxi g (u): (2.47)
u2RN 1
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Par consquent, les probemes primal et dual enon@s dans le Prolieme 2.4 peuvent étre
combires en un seul probeme

min  sup L(x;u) a1 L(x;u)= hxjui+f(x) g (u); (2.48)
Xx2RN oRN 1

appek probeme primal-dual. Ainsi, pour f = %ky ksetg = { Ky nous obtenons le
probeme “1-TV primal dual suivant

Probéme 2.6 (Probeme “1-TV primal-dual) . Soienty 2 RN et 0. On appelle probeme
"1-TV primal-dual le probeéme consistanta trouver

(b ;b )=arg mn sup (Lx)”u+ }ky xk3  fek,  (u): (2.49)
X 2 RN U2RN 1 2

La nouvelle formulation (2.48) montre que la solution (b; b) est le point scelle du Lagran-
gien 7, i.e.,, 02 @(k; b). An de mettre au point un algorithme proximal, il est important
de remarquer que pour > Oet > 0,

(02fL bg+ @1h)

02 @(v;b) 021Lbg @gb) (2.50)
L b2 @f{k) (2.51)
’ Lo 2 @§(b) '

| (b L b) %2 @f(h) 252)
(b+ Lb) b2 @g(b)

b=prox (b L b) (2.53)
’ b=prox , (b+ L %) '

A partir de la dernereequation, il apparat que % (resp. b) est le point xe d'une application
tependant de b (resp. b). Une strakgie pour obtenir ( k; b) consistea alterner desetapes de
descente proximale commeenone dans I'Algorithme 4 suivant [38, 53].

Algorithme 4  Resolution du Probkeme 2.2 ("1-TV) base sur I'algorithme primal-dual

Entee : Paranetres O 1, et telsque KkLK3< 1.
1: Pour k=0,1,... faire

2: X[k+l] = l% X[k] L (u[k])+ y

30wl = (ule L ey osoft. ((uik+ L (ely=)
R L B (S P M S B

Sortie : (b ;b )=1lim . +1 (xK;ulkl)

2.2.5 Comparaison des algorithmes

Dans cette section, nous comparons les performances des quatre algoritasnpesents
peedemment pour esoudre le Probeme 2.2.
2.2.5.1 Choix des paranetres des algorithmes

Jusqua pesent, nous n'avons pas pecie comment choisir les parametres des algorithmes
"1-TV an d'obtenir la meilleure vitesse de convergence. Par souci desimplicie, nous nous
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restreignonsa des paramnetres constants au | des ierations et nous ceciderons qu'un algo-
rithme a su samment converge lorsque kx™  x[11k2=kx[1 k2 10 4, au x[* | est obtenu
en pratique pour 1 ierations.

Les esultats qui suivent sont obtenus pour une méme ealisationy 2 RN (N = 10%) et
pour =20. Des esultats similaires ontet obsenes pour dierents et dierents rapports
signal sur bruit.

Consicerons I'Algorithme 1 forward-backward et les suites constantes g et
assujetties respectivementa 2 [; 1]et 2 [; 2= Ja 2]0;min(1;1= )]et = kLk=2.
L'impact des paranetres et sur la vitesse de convergence de l'algorithme est illuste
Figure 2.4. A, la Figure 2.4 (gauche) montre que le choix = 0:5 permet au criere de
converger plus rapidement. De méme, pour = 0:5 e, la Figure 2.4 (droite) montre que

=0:99 (i.e., ! 1) permet de stabiliser le criere en moins d'ierations. Dans la suite nous
choisirons donc =0:5et =0:99.

L'algorithme 2 Douglas-Rachford cepend des paranetres 2 [;2 Jet > Oa 2]0;1].
L'in uence du paranetre estetude Figure 2.5 (gauche)a  », et montre que le choix
=1:99 (i.e,, ! 2) permet de converger plus rapidement. Dierentes gammes de sont
examirees Figure 2.5 (droite). Nous trouvons que les paranetres optimux sont = 1:99 et
=0:01.

L'algorithme 3 ADMM depend quanta lui seulement du paranetre . Dierentes gammes
sontetudees Figure 2.6 et les esultats montrent que le choix optimal est = 100.
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Figure 2.7 { Algorithme Primal-Dual. Inuence des paranetres ~= =kLk, et ~ =
=kLko. Parametres optimaux ~ = 0:0099 et ~= 100.

L'algorithme 4 Primal-Dual cepend de trois paranetres , et \eriantO 1 et
kLk3 < 1. Notons ~= kLkj et ~= kLkp. Nous choisissons = 0. L'impact du produit
~~< 1 est illuste Figure 2.7 (gauche) et montre que — = 0:99 (i.e., ~—~ ! 1) permet

au criere de converger plus rapidement. Le rapport entre ~et ~ est quanta lui examire
Figure 2.7 (droite) et les valeurs optimales retenues sont = 0:099 et ~= 100.

2.2.5.2 Cott de calcul

Le temps d'execution de chaque algorithme est repesent Figure2.8 (gauche) en fonction
de . On remarque que le temps de calcul de chaque algorithme cepend pede excepe
l'algorithme forward-backward dont le temps d'execution cro’t notab lement avec . Pour

= 20, les crieres correspondants sont repesenes Figure 2.8 (doite) en fonction du nombre
d'ierations.

Les temps de calcul sontegalement compaes Figure 2.9 en fonction de l&ille N de
I'observation pour =10 (gauche) et = 100 (droite). On observe que le temps de calcul crot
de la méme manere en fonction deN, quel que soit I'algorithme. Globalement, I'algorithme
Douglas-Rachford et I'algorithme ADMM sont les plus rapides. Des esutats identiques sont
obtenus pour dierents rapport signal sur bruit.

2.3 Evaluation des performances d'estimation

Soit une observationy = x+b 2 RN d'un signal constant par morceauxx 2 RN corrompu
par un bruit additif gaussien b 2 RN . Nous avons vu que la solutionk du Probeme 2.1 (resp.
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Figure 2.8 { Comparaison des algorithmes  "1-TV (1). Gauche : Temps de calcul en
fonction de . Droite : Crieres pour = 20.
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; 104 .
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Figure 2.9 { Comparaison des algorithmes  "1-TV (2). Temps de calcul en fonction de
la taille N du signal. Gauche : =10. Droite : = 100.

b du Probeme 2.2) est constante par morceaux et par conequent fournit une estimation
de X pour un choix de (resp. ) donre. Notons % l'une de ces solutions.

A n de quanti er la qualie de I'estimateur % de X, nous pouvons par exemple comparer
le nombre de segments dé et X. Cependant, nous avons vu que cela ne constitue pas un
bon criere de performancea cause de I'e et d'escalier (voir Remarque 2.3).

Une seconde icke consistea mesurer l'erreur quadratique moyare relative entre b et X,
i.e.,
kb xk?

kx k2
Cependant, cette mesure ne permet pas de mesurer si les positiodss discontinuies de X
ontet correctement estinees.

Une troiseme icee consiste donca consicerer non pask et X mais leur vecteur d'indica-
trices des discontinuies b et T ¢ nis comme suit :

MSEr(%;X) = (2.54)

B nition 2.4 (Indicatrice des discontinuies). Soit un x 2 RN un signal constant par
morceaux. Alors on ck nit le vecteur d'indicatrices des discontinuies r 2 RN 1 comme suit :
1, Si Xp 6 Xn+1;

Bn2fl:::;N  1g) rp = _ (2.55)
0, sinon.

Des lors, la premere mesure qui nous viendraita I'esprit est la suivante
kb rko_

S(BT) =

(2.56)
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n=11]2[3[4[5[J( ;)
s l1(olo]o]1 1
Wil1lolololo| 1
@l1/1lo0]o]0| 3
® 1110|021 213
Wivl1]lol1]1| 1

Table 2.1 { Valeurs typiques de l'indice de Jaccard.

CependantS est une mesure tes s\ere qui ne permet de prendre ne com@ que les estinees
parfaitement localises. Mais en pratique, si les discontinuies deb sont localiees proches de
celles der, alors % est un estimateur satisfaisant dans une certaine mesure.

Dans la section suivante, nous montrons comment utiliser l'indice @ Jaccard poncke an
de mesurer la similarie entre T et b.
2.3.1 Rappels sur l'indice de Jaccard

L'indice de Jaccard a et introduit pour la premere fois dans [110] pour mesurer la
similarie entre deux ensembles. Il est e ni comme suit :

I nition 2.5 (Indice de Jaccard [110]) Soient deux ensembles et . Alors l'indice de
Jaccard entre et vaut

o _ Card( \ ).
J( ;)= Card( [ ) (2.57)
al Card cksigne l'ogerateur de cardinalie. J( ; ) varie entre O, lorsque \ = ;, et1,

lorsque =

L'indice de Jaccard assocea 4 dierents exemples est reporte dans la Table 2.1. Nous re-
marquons que l'indice de Jaccard est un score tes s\ere. En paiculier, si  a correctement
identie la moite des valeurs non nulles de et mal identie I'autre moitée (voir cas @)y,
alorsJ( ; )=1=3.

Recemment, l'indice de Jaccard a connu un regain d'inerét au sen de la communaut de
traitement de graphes a n de mesurer la similarie entre deux noauds et d'un graphe.
En particulier, une extension de l'indice de Jaccard aet propoe dans [100] a n de mesurer
la similarie entre deux noeuds d'un graphe poncke :

e nition 2.6 (Indice de Jaccard entre deux noeuds d'un graphe poncte [100]) Soient
deux noeuds 2V et 2V dun graphe pontte G = (V;E) dont I'ensemble des noeuds et
des arétes sont respectivement noed/ et E. Alors l'indice de Jaccard entre et vaut:

N(C ;)
J ;)= ——— 2.58
a N( ; ) repesente le poids total des aréteswv 2 E reliant des noeuds 2V communsa
et ,lie., X
N(; )=2w ; + min(w ; ;w ; ); (2.59)

2V
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0090

Figure 2.10 { Exemple de graphe tripartite. Une aréte est ceee entre chaque noeud
net ™M (resp. ®)sir, > 0 (resp. b, > 0). Dans cet exemple,F = (1;0;1;0;1;0)> et
b=(0;1;1,0;1;,0).

eta D( ; ) repesente le poids total des arétes reliant tous les noeuds voisineed et ,

i.e.
Hen X w. +w. X X
D(; )=2w . + #+ w . o+ W (2.60)
2V 2v 2v

2.3.2 Applicationa la ctection de discontinuie

Mesurer la similarie entre les vecteurs d'indicatricesT™ 2 RN Y et b2 RN 1 peut etre
interpee comme mesurer la similarie entre deux noeuds d'un graphe tripartite G = (V;E).
Nous pesentons comment construire ce graphe illuste par la Figure2.10.

Ensemble des noeuds V. Le graphe est forne deN +1 noeuds composes desl 1) pas
de temps et des deux noeuds (M et (P dont nous cherchonsa mesurer la similarie.

Ensemble des arétes E. Pour chaque indicen 2 f1;:::;N 1g une aréte de poidsr,
(resp. by) est ceee entre les noeudsn et (M (resp. M), i.e.,

W (= Tn resp.w (o)., = b (2.61)

Etant donre qu'il n'existe aucune aréte reliant (™ et () [indice de Jaccard poncee
(ck ni en (2.58)) entre les noeuds (M et (P peut se recrire comme suit :

D& nition 2.7 (Indice de Jaccard entrer et b). Soientr 2 RY *etb2 RY ! deux vecteurs
a valeurs non regatives. Soient les deux noeuds M et (P du graphe poncee tripartite

G = (V;E) & ni peedemment. Alors l'indice de Jaccard entre (™ et () vaut :
P . ]
3u( O ®y= p 1oy 1MN(Tnitn) . (2.62)
w ’ L r—n+bn e L . .
1n N 152+ 1nnN 1T+ 1n N 1b
Tn>8 h"I:O n=0
>

De méme, nous c nissons l'erreur de Jaccard :Jemor( (M; ®)y=1  J,( M; ®),

Remarque 2.7. Dans la suite ce manuscrit, nous simpli erons la notation de l'indice de
Jaccard comme suit :
Iw(F;b) = Ju( @; Oy (2.63)
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—_X —_X

o.s—'b(l) l______— o.s—'b(z) I______T
| 1
0.6} 1 { 06} 1
1 i
04} | 0.4 !
| I
I [}
02p— — 02— —— f
0 0
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
0.15 T T T T 0.15 T
—G(r) | —G(r)
- G(bY) I - G(b®?)
I
0.1+ I ) 0.1+
Iy
Iy
0.05 ! | 41 0.05f
1
\
N\
0 - 0
0 20 40 60 80 100 0 20 80 100
Figure 2.11 { Exemples d'estinees constantes par morceaux . Haut : Exemples d'es-

tinees constantes par morceauxd® et ©® de x. Bas : indicatrices des discontinuies cor-

respondantes convoliees avec un ltre passe-bas gaussiena suppotbmpact G decart type
3 et de taille 15 points.

A n de prendre en compte mais penaliser les discontinuies dek proches de celles d&,
nous proposons de mesurer la similarie non pas entr& 21 0;1gN et b2f0;1gN 1, mais
entre G(F) 2 RY et Gb) 2 RY ! a1 G mocklise un ltre passe-bas gaussiena support
compact. Le choix du support et de lecart-type de G est discuke dans la section suivante.

2.3.3 Choix du ltre passe-bas gaussien

Consicerons I'exemple illuste par la Figure 2.11 (haut gauche) ai oW (rouge) est une
estinee d'un signal constant par morceauxx (noir) qui a mal localie la seule discontinuit de
x d'une distanced® = 10. Par consquent, J (T; b(l)) = 0. A n de quanti er cette impeecision
autrement que par 0, nous considaronis(b(l)) et G(r ) rappores Figure 2.11 (bas gauche) pour
G de support K =15 et decart type = 4. Pour de telles valeurs, J,, (G(r ); G(b™)) = 0 :09.

Une seconde estineeo® (bleu) estegalement consiceee et illustee par la Figure 2.11
(haut droite). Elle contient deux discontinuies respectivement localiesa distance d(lz) =5
et d(22) = 5 de la \eritable discontinuie. Nous noterons d@ = d(lz) + d(zz). Cet exemple est
motive par I'e et d'escalier des solutions du Probeme 2.2 (voir Re marque 2.3). Pour un ltre
G identique et pour d® = d@ = d, on obtient Ju,(G(r); G(b®)) = 0 :56.

Cependant, en pratique, on peut pegrer la solution Y a %@ puisqu'elle est compoze

d'une seule discontinuie. Dans la suite, nous examinons commenthoisir K et an de
favoriser @ ou %@

Les quanties J; = Jw(G(M): G(bD)) et J, = Ju(G(M); G(b?)) sont rapporees dans la
Figure 2.12 en fonction deK=d et =K . Comme attendu, J; n'augmente pas selonK=d et
=K . Toutefois, la discussion est plus subtile pouid,. En e et, en pesence de discontinuies
proches I'une de l'autre, tel que moctli® par b'?, et pour K et assez grandsj(G(b®))n
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Figure 2.12 { Indice de Jaccard ponce. J1 (gauche) etJ, (droite).
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Figure 2.13 { Impact du ltre passe-bas G sur deux discontinuies proches l'une
de l'autre. Le Itre passe-bas est gaussiena support compact de tailleK = 50 et decart
type =4 (gauche) et =6 (droite).

(G(r))nj 0 pour certains indicesn a cause de la convolution. La mé&éme conclusion est
obtenue K et susamment faibles puisque d(lz) > 0 et d(22) > 0. De plus, nous rappelons
gue d'apes la De nition 2.7, plus 6 , pourtout n, plusJ( ; ) est proche de O. Il s'en
suit que J, atteint sa plus grande valeur pour des egions intermediaires K=d, =K ). Par
souci d'illustration, deux con gurations sont rapporees par la Figure 2.13 pourK »e et
faible (gauche) et grand (droite).

Le diagramme de phase indigquant les egions aiJ; > J, est illuste par la Figure 2.14
(gauche). Il est ineressant de remarquer qu'une condition recessaire pour avoirJ; > J, est
de choisir K au moins 4 fois superieura la distanced.

Pour nir, nous relachons d = d® et examinons comment varie la frontere du dia-
gramme de phase en fonction del® d@. En pratique, d® =10 et d = d® varie de 5a
15. Les esultats correspondants sont rappores par la Figure 2.14 (droitg, et fournissenta
l'utilisateur une facon de choisir et K selon la con guration qu'il souhaite priviegier.

2.4 Extension bidimensionnelle

Dans cette section, nous nous ineressonsa la cetection des diontinuies dans les images
monovaliees. En d'autre termes, nous chercheronsa partitionnerune image en egions al
l'intensie moyenne peut &tre consiceee constante.

Dans la suite, nous consicerons I'observation bidimensionnelle nee y 2 R I, s =
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=
o
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Jo<Jy

K=d
BN WA O N 0 ©
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YEK <=K

Figure 2.14 { Diagramme de phase. Comparaison entreJ; et J, pour dierentes valeurs
deK=det =K ..

2.4.1 Probéme non convexe (-TV 2D

Le probeme consistantaetiqueter une image y 2 R! ! en partition distinctes = ;=1 q
ayant chacune pour valeur moyennevq, peut étre formue via le probeme suivant :

Probéme 2.7 (Probeme "¢-TV 2D). Soit une imageyPZ Rl 1, alors le probeme “o-TV 2D

consiste a trouver x constant par morceaux, i.e., X = ;:11 Vgl , avec comme convention
Vg Vg+1, tel que
1 X1 ( S _ .
. + . > 2 .- . g1 9~ ,
b2 Pﬁrgmln 5 [ q(y Vg)“+ |Cj sujeta (846 p): o\ o
x=' {4 vgi q2R 1 “ g as p); q' p=.;

(2.64)

TS . . " S1 ;
a C= =1 @ g estl'ensemble des contours du partitionnement = q ke ni

=1
par les vecteurs d'indicatrices

. ) 1si’ 2 g
(8a 1) (82) i .= 0 sinon. 9 (2.65)

Remarque 2.8. Le Probkme 2.7 est couramment appeé probéme de Potts et probemede
Mumford-Shah constant par morceaux dans le cadre continu.

Remarque 2.9. Siy peut étre decrit par Q lignes de niveau, alors pour toutq Q+1,
Vg=+1 eti ,=0
Le criere pesent dans (2.64) est compos de la somme d'un terme dittache aux donrees
quanti ant l'appartenance de chaque pixel ~a une ligne de niveau 4 et d'un terme de
penalisation
1 X 1 X
iCi= 5 i@4=5 Per( o (2.66)
g=1 g=1

imposant aux partitions g d'avoir un gerinetre Per( ) minimal. Les contraintes assurent
que les dierentes partitions ne se chevauchent pas. L'hyperparaire permet de relativiser
la contribution de ces deux termes. Choisir elewe permet de favoriser la formation d'un petit
nombre de large egions .



2.4. EXTENSION BIDIMENSIONNELLE 51

Remarque 2.10. Le Probeme 2.7 est une gereralisation mutlidimensionnelle du Probeme 2.1.
En e et, nous pouvons consicerer en premere approximation que [133 168]

Per( ¢q) TV( ,); (2.67)

al TV cesigne la variation totale bidimensionnelle e nie par

Xiq X ]
V(i )= (Dhi )?+(Dyi )2=  K(Di ,)k; (2.68)
=1 *=1

a Dy, (resp. Dy) est l'operateur discret de premeres dierences dans la direction ho rizontale
(resp. verticale) et D = [Dp; Dy].

Remarque 2.11. La TV & nie en (2.68) est largement utiliee et donne dans la pratique des
esultats satisfaisants, mais elle sou re de plusieurs defaus : elle nest pas rigoureusement
isotropique et elle a tendancea lisser les contours. Le lecteur est uiea se eerera [54]
pour une nouvelle & nition de la TV isotropique pour les images dicetes.

Cependant, le Probkme 2.7 est NP di cile et ne peut pas étre esolu de manere exacte.
A n de contourner cette limitation, des solutions approctees reposarn sur l'utilisation d'al-
gorithmes de graph-cut ontet proposes [79, 17]. Une partie de la literature s'est
egalement ineressea la esolution exacte de deux probem es approcles que nous cetaillerons
dans la suite : le premieretant une relaxation convexe du Probeme2.7 (voir Section 2.4.2)
et le secondetant un probeme plus simple ai le nombre de egions Q est suppo% connua
priori (voir Section 2.4.3).

2.4.2 Probéme convexe "{-TV 2D

Une relaxation convexe du Probeme 2.7 consistea estimek comme suit :

Probéme 2.8 (Probeme “31-TV bidimensionnel). Soienty 2 Rl I et 0. On appelle
probeme ";-TV bidimensionnel le probeme consistanta trouver
v =arg min }ky xk?+ TV(x); (2.69)
x2Ri | 2

al la TV bidimensionnelle est c& nie en (2.68).

Le Probeme 2.8 apparat donc comme une extension bidimensionnelldu Probeme 2.2
al la seule dierence notable eside dans le fait que la variation totale aee remplace par son
homologue bidimensionnel. Par consequent, les algorithmes proximaugkcritsa la Section 2.2
peuventegalement étre employes pour esoudre le Probeme 28 (cf., e.g., [35, 23, 150]).

2.4.3 Probéme convexe ,-TV 2Da Q niveaux
A n de simpli er le Probeme 2.7, nous pouvons egalement supposer quele nombre de
se eduit au Probeme de "o-TVa Q niveaux suivant

Probéme 2.9 (Probeme 'o-TV 2Da Q niveaux). Soit une imagey 2 Rl | et un ensemble
de valeurs moyennegvg)1 ¢ @ avec comme conventionvg  Vg+1. Alors le Probeme “o-TV
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(1,6,0 | (0;1,0) 1 2 (1,0,0,0)” | (1, 1,0,0)

(0;0; 1) 3 (11,10
@i =(i ;iinig) (b) u € =( 13:55 @+1)
Figure 2.15{lllustration des trois variables detiquetage. Dans cet exemple, le€) = 3

egions peuvent étreetiquetes soita partirde i (a), u (b) ou (c).

a Q niveaux consistea trouver

x x
® b= argmin 7y vgi+ ™V G )
(i i )7 2001901 T g=g g=1
x
Sujeta i ,=1 (2.70)
=1
Un exemple de vecteuri est illuste Figure 2.15(a) pour Q = 3 egions, i.e., i vaut (1;0;0)

dans la premere egion, (0; 1;0) dans la deuxeme et (G 0; 1) dans la troiseme.

Bien que le criere dans (2.70) soit convexe en , le ProbeEme reste non-convexe dua
la contrainte et au caracere binaire dei . A n de convexi er la contrainte, il aet propoe
(cf. [39, 206] pourQ = 2 et [168] pour Q 2) d'augmenter la dimension du probeme en
remplacant la minimisation sur i 2 f0;1g°) 1 par 2 f0;1g(?*Y 1 I La bijection entre
ces deux probemes, illustee par la Figure 2.15, peut étre integpeke via par l'internmedaire
de letiquette u :

e niton 2.8 (Etiquette u). Soit le vecteur d'indicatrices (i ,;:;i o) 2 f0;1g%) !
caracerisant le partionnement en Q egions ( 1;:::; o) tels que qu1 q= et(8q#6
P: g\ p=:.0n appelleetiquetteu2f1;:::;Qd I, la quantie
x
u= g, (2.71)
o1

Par conequent, (82 ), u=qgsi_2 4 etOsinon.

Ces lors, une bijection entre u & ni sur un simplexe et des variables binaires = ( 1;:::; Q+1)
peut étreetablie comme suit :

simplexe de tailleQ et soit Q + 1 variables binaires( 1;:::; g+1)” 2f0;1gQ*V 1 I telles
que
8.2); 1= 10 o0 it o; =0: (2.72)
Alors il existe une bijection entre u et
( L s
csiuq;
82) o= - (2.73)
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qui peut étre inveree en (cf. layer cake formula )

X
(8; 2 ) U; = q;;Z (2.74)
g=1

On remarque que le vecteur d'indicatricesi  peut &tre exprimre enterementa partir de
ie.,

Proposition 2.6 (Correspondance entrei et ). Soiti dnien (2.65) et dniala
Proposition 2.5. Alors,

(8a2f1;::5;Q9) i ,=( q g+l ): (2.75)

Finalement, a n d'obtenir un p_robéme convexe, on relache la nature binaire de et I'on
suppose que ~ 2 [0;1]( @D 1 1 je.,

Probéme 2.10 (Relaxation convexe du probeme "o-TVa Q niveaux [37, 192]) Soit une
imagey 2 R! | et un ensemble de valeurs moyennésy)1 ¢ o avec comme conventionvg

Vg+1 - Alors le probeme consistea trouver ~ =( 1;::1; g+1)” 2 [0;1]Q*D T T tel que
b LR > 2
= argmin (g gu1) (Y vo+t V(g q#1)
> 2[0,1](Q+1) i g=1 g=1
8
21 L
sujeta S Q+l 0; (2.76)

1 2 il o O

Le Probeme 2.10etant convexe, un algorithme proximal aet propos en [168, 55] pour
trouver e cacement le minimiseur global. || aegalementet montr e dans [168, Treoeme

, . , . th . , :
2] que quelque soit le seuil , la solution seuilee, b™ = 1si b et 0 sinon, & nit une
solution P qui est un minimiseur du Probeme 2.9.

2.5 Questions ouvertes

Dans ce second chapitre, nous avons pesent deux probemes vaationnels permettant
d'estimer les discontinuies dans un signal constant par morceaux caompu par un bruit
additif gaussien. Resoudre le Probeme 2.1 (non-convexe) permet @btenir une solution non-
biaiee alors que la solution du Probeme 2.2 (convexe) est biaiseeduea I'utilisation de la
norme "1. La esolution de chacun des probemes recessite de minimisela somme d'un terme
guadratique d'attache aux donrees et d'un terme de egularisation (g L ou’; L). Le poids
accorcea chacun des termes est controk par un hyperparanetre ( ou ) qui impacte forte-
ment la qualie de la solution. Une attention plus speci que aet e poree sur le Probeme 2.2
pour lequel nous avons compae dierentes solutions algorithmiques en termes de temps
dexecution. Nous avonsegalement introduit une mesure base air lI'indice de Jaccard poncee
an de quanti er la qualie d'estimation d'un signal constant par morce aux. Pour terminer,
nous avons pesent le Probeme 2.10, en guise d'extension 2D du Prdime 2.1, dont la
esolution permet de segmenter une image erQ classes.

Pour l'instant, nous avons seulement consicee le cas ay est une quantie scalaire,
mais nous pouvons egalementetendre la e nition et la esolution du Probeme 2.2 et du
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Le Chapitre 3 sera cedea l'application des nethodes d'estim ation et de segmentation
vectorielle pour les probemes poss par I'analyse non homogne degrocessus multifractals.

Motiwe par [52], nous proposerons dans le Chapitre 4 un algorithmea la voke permettant
d'estimer les discontinuies pesentes dans des signaux vectriels au fur eta mesure de leur
acquisition.

Dans le Chapitre 7, nous examinerons un cas pratique motive par l'expgience de scin-
tilement de botes quantiques al la question consiste cetteois-cia cetecter les changements
d'intensie d'un processus poissonien. Nous y cetaillerons comment prendre en compte cette
information dans le probeme variationnel et dans quelles mesures laolution du Probeme 2.2
est acceptable.

En n, nous nous ineresserons dans le Chapitre 8 au choix du paranete de egularisation
dans le cadre du Probeme 2.1 et proposerons un moctle hybride basien-variationnel pour
I'estimation de  de manere automatique.
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Travaux peliminaires : processus monofractal par morceaux. Comme rappek

au Chapitre 1, les proprees d'invariance dechelle de tout objet z sont quantiees par la
egularie locale, mesuee en pratique par le concept d'exposantde Helder [114]. Alors que
les premeres etudes [181] supposaient que la egularie localestait homogene a travers le
signal ou l'image (i.e., monofractal), de ecentes contributions ont corsicce un moctle plus
ealiste de processus monofractal par morceaux al la egularie locale peut étre reerogene.
Ce mockle complique le proed d'estimation puisqu'il rec essite en plus de segmenter en
egions a priori inconnues al la egularie locale peut étre consiceee homogene. A cet ef-
fet, des approches variationnelles e caces reposant sur l'utilisaion de la variation totale ont
ecemmentet mises en oeuvre dans [176, 158]. Les bonnes performarecd'estimation et de
segmentation scalaire,a la fois sur des donrees simukes et desodrees eelles, ouvrent la voie
vers l'analyse de moctles d'invariance dechelle constants par rorceaux plus riches. C'est le
sujet de ce chapitre.

Contribution : processus multifractal par morceaux. Dans [176, 158], les esultats
etaient obtenus pour I'analyse de processus monofractals par morceauxci, nous suggrons
detendre cetteetude au cas des processus multifractals par mareauxz 2 R/ I, pouvant etre
unidimensionnels (signaux) ou bidimensionels (images), dont les pprees multifractales
ne sont pas homogenes sur mais homogenes a l'inerieur de plusieurs egions distinctes
1\ 2\ g =, formant un partitionnement de = 1[ :7i[ q. L'objectif est d'estimer

57
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(a) Masque (b) z monofractal (c) z multifractal
par morceaux par morceaux
Figure 3.1 { Exemples de processus invariants déchelle non homognes. Deux

processus, I'un monofractal par morceaux (b) et l'autre multifractal par morceaux (c) sont
carackries par un spectre multifractal dans la egion A (blanc) dierent de celui dans la
egion g (noir).

chacune d'entre d'elles.

Ce probeEme est signi cativement plus di cile etant donre que pour un processus mul-
tifractal dont les proprees multifractales sont constantes par mor ceaux, la egularie locale
peut varier signi cativement d'une positiona l'autre au sein d'un e méme egion. Au lieu de
consicerer la egularie, nous nous ineresserons aux quantites vectorielles C1;j)j2z, (C2;)j2z,
c; et ¢, permettant de e nir le spectre multifractal (voir Chapitre 1). Le moctle de proces-
sus multifractal par morceaux est cecrit dans la Section 3.1 et la cenition des estimateurs
locaux des quanties (Cy;j)j2z, (C2;j)j2z, C1 €t ¢, fait I'objet de la Section 3.2.

Nous proposons ensuite deux applications, lI'une unidimensionnelle gliqieea I'estima-
tion vectorielle des discontinuies de (ci; cp) et decritea la Section 3.3 et l'autre bidimension-
nelle reposant sur la segmentation dey;j ; Co;j)j2z cetaileea la Section 3.4.

Reérences. Ce chapitre s'appuie sur les contributions [90, 91, 92] et est le esudtt d'une
collaboration avec H. Wendt.

3.1 Mocle de processus multifractals par morceaux

3.1.1 Processus monofractal par morceaux

Nous consicerons le cas aiz est un processus autosimilaire par morceaux caracerie
par I'exposant de Hurst Hq sur chaque egion 4 (89 2 f1;:::;Qg). Le moctle que nous
adopterons dans la suite estilluste par un exemple de signal et degixture sur la Figure 3.1 (b)
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pour Q = 2. Dans ce cas, l'exposant de Helderh vaut

(822 A) h = Ha; (3.1)
(822 ) h- = Hsg; (3.2)
avecHp 6 Hg et = aA[ g ®parable en deux egions distinctes, i.e., oA\ g = ;, selon

le masque pesent dans la Figure 3.1 (a). Dans I'exemple proposeHa = 0:6 et Hg = 0:4.
Un comportement plus lisse est alors obsene poui 2 A que pour_ 2 3.

3.1.2 Processus multifractal par morceaux

Consicerons a pesent le cas illuste par la Figure 3.1 (¢c) au z mocklise un processus
multifractal par morceaux ai

(822 ) h estcecrit par Da; (3.3)
(8.2 ) h- estdecrit par Dg: (3.4)

Dans la suite, pour des raisons pratiques, nous supposerons gue le sfpe multifractal peut
@tre approcte par une parabole (voir Proposition 1.2)

D(h)=2+(h ¢1)?=(2c): (3.5)

Dans I'exemple peseng, (¢1;c2)a = (0:6; 0:05) et (c1;¢2)g = (0:4; 0:05). Nous remarquons
qu'il est bien plus di cile de distinguer visuellement les deux egions A et g que dans le
cas monofractal par morceaux. Cela est d0 au fait que la egularie locak peut uctuer au
sein d'une méme egion.

3.2 Formalisme multifractal local

Dans cette section, nous rappelons commentetablir des estimateurbbcaux deh et Da
partir du formalisme multifractal base sur les coe cients dominant s decrita la Section 1.3.

taille J=j2 j1+1 et nous notons Ljx le coe cient d'ondelette dominant de za lechelle
2 eta la position = = 2/k (voir De nition 1.10).

e nition 3.1 (Estimateur local R de I'exposant de Helder). L'exposant de Helder peut étre
estime par egression lireaire des coe cients d'ondelettes dominant s, i.e.,

82) h= Wiy log, Lix; tel que > =21k (3.6)

etar w2 [0;1F1 | cbsigne des poids de egression \eri ant

(py,
P}:ileWj: =1
12w =0:
I} ’

(3.7)
an d'obtenir un estimateur non biaise [213].

A n d'estimer le spectre multifractal D, l'estimation strictement ponctuelle de h doit &tre
remplaee par une estimation locale deC; et C, dans un voisinageWw.
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e nition 3.2  (Estimateurs locaux ®; et ®, des cumulants.) Les quanties C; et C,
sont estinees localement par des moyennes en temps dans un voisinage gligs:

L . . 1 X
(8 2fj1iinij20) (822 ) Oy = —— In L ; (3.8)
JWJ;‘J k2w,
L . . 1 X 2
(8 2fj1;:::5j20) (8 2 ) @2;];‘7: — InLjx @13;‘, ; (3.9)
Wipg 1 K2W j

al jW;- j est le nombre de coe cients dans le voisinageN;- cente en "a lechelle 2.

A partir de la Proposition 1.3, des estimateurs locaux dec; et ¢c; peuvent ensuite &tre
obtenus par egression lireairea travers lesechelles.

Ce nition 3.3 (Estimateurs locaux b; et b, des log-cumulants.) Soient les estimateurs
locaux empiriques des cumulanti‘?l et @2. Alors c; et ¢ peuvent étre estines localement
comme suit _
X2
(8p2f1,29) (82 ) by =(log,e)  wGyy; (3.10)
i=i1
a les poids de egressionw; \erient (3.7).

L'estimation de Cy, Cp, c; et c; est d'autant meilleure que la taille du voisinagejwi: |
augmente, mais une mesure glissante en temps reposant sur un grand voege produit des
estinees fortement cependantes, compliquant ainsi la localisaton ne des discontinuies.

3.3 Estimation vectorielle par approche TV (1D)

Dans cette section, nous allons nous ineresser au cas unidimensidnar z 2 RN est
un signal invariant dechelle dont les proprees multifractale s sont caracerises localement
par un ensemble deM signaux noesy = (yYm)1 m m pouvant par exemple mockliser les
quanties (bp; 6,)”, i.e., M = 2, cecrites peedemment.

La question pose est alors de pouvoir cetecter les portions al les pprees multifractales
de z sont homogenes en estimant les discontinuies pesentes dansabservation vectorielley .
Pour y parvenir, nous pesentons et quanti ons dans la Section 3.3.1 lapport d'une extension
vectorielle du Probeme 2.2 sur des donrees syntletiques. Pis, les performances d'estimation
sontevaliees dans la Section 3.3.2 dans le cas d'une marche akatoire uitifractalea partir
de (b1; 02)” .

3.3.1 Estimation vectorielle

3.3.1.1 Pesentation et esolution du probéme T12-TV

Consicerons une observationy = (y1;:::;ym )~ 2 RM N d'un signal constant par mor-
ceauxxX = (X1;:::;Xm )”> 2 RM N corrompu par un bruit additif b 2 RM N suppos blanc
gaussien cente de variance diag(?;:::; Z).

Par analogie avec le Probeme 2.2, nous pouvons obtenir une solution constamtpar mor-
ceaux en esolvant par exemple le probeme variationnel suivant

b4 Mol
k = argmin =  kxm Yymk®+ J(LXm)nj: (3.11)

m=1 m=1 n=1
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constants par morceaux partageant les mémes positions de discontingit A n de prendre en
compte cette information suppkementaire, nous consicerons le proleme suivant :

Probéme 3.1 (Probeme “1.,-TV). Soienty = (y1;:::;ym )" 2 RM N et 0. On appelle

probéme "1.-TV le probeme consistanta trouver
v
oW X 1h W
k = argmin > kXm  YmK?+
X=(X135Xm )” C m=1 n=1 m=1

J(LXm)nj?; (3.12)

@ L est l'ogerateur lireaire de premeres dierences e ni en  (2.3).
Remarque 3.1. LorsqueM =1, le Probeme 3.1 se eduit au Probeme 2.2.

Le second terme dans le membre de droite de (3.12) est la norme mixte., de Lx, dont
nous rappelons ci-dessous la e nition gererale.

@& nition 3.4 (Norme mixte “pq [24]). Soientu = (Umn)i m M1 n N 2RM N p  1let
g 1. On appelle norme mixte .q de u, la quantie & nie par
CN W e 1
kukpq = @ jumnj® A (3.13)

selon la direction des blocs. A partir des conditions de Karush-Kuh-Tucker, nous rappelerons
dans la Section 4.2 que I'emploi de la norme;., permet d'assurer une parcimonie de groupe

X (noir) et y (gris) donree (N =500, M = 4), la solution k du Probkme 3.1 est calcuke
et repesente pour = 10 (rouge), 50 (jaune) et 100 (violet). Quelque soit , k partage
les mémes positions de discontinuies sur chacune de ses quatoemposantes traees sur la
Figure 3.2 de haut en bas.

La forte analogie entre le Probeme 2.2 et le Probeme 3.1 nous permet ddacilement
etendre les algorithmes pesentsa la Section 2.2 pour esoudre le Probeme 3.1. En e et,
il sut de substistuer les quanties scalaires dans les Algorithmes 2-4 par leur homologue
vectoriel, e.g.y et x remplaes pary et x, et de remplacer toute occurence dé& par L tel que
Lx = (Lxa;:::5Lxm )™ et prox , =soft par prox y,, dont la c nition est rappete
ci-dessous :

Exemple 3.1 (Ogperateur proximal de la norme "1.» [122, Treoeme 3]). Soit 2]0;+1 [ et
une fonction RM N1 R:u 7! kukyo. On a alors, pour toutu 2 RM N, prox y, , (u) =
(n)1n ~n avec (
1 —)uy si kupky> ;
(8n2f1;:::;NQ); o= 1 )t Lo (3.14)
0 sinon.
En particulier, nous cetaillons dans I'Algorithme 5 les ierations d e I'algorithme ADMM
pour esoudre le Probeme 3.1 propos dans [209].
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Algorithme 5  Resolution du Probeme 3.1 base sur l'algorithme ADMM

Entee : Paranetre > 0.
1: Pour k=1,... faire
2:  Misea jour des variables primales :

k+1] — y+ (™ ul<)
e T

200 = prox (s th)

Projection sur I'ensemble des contraintes :
rlk+1] ;S[k+l] = Pkera x k1] 4+ u[k];z[k+l] + tlk]

Misea jour des variables duales :
ulk+ll = ylkI + ( x [k+1] rlk+1] )
9. thk+ll = Ikl 4 (k2] gkl

Sortie : (B ;0 ) =1lim g 41 (xK;ulkl)

N A~ w

3.3.1.2 Apport de I'estimation vectorielle

Dans cette section, nous examinons les con gurations ai la solution du Pobeme 3.1

appligeea y = (yi1;:::;ym)” pesente de meilleures performances d'estimation que les
solutions obtenues en esolvant le Probeme 2.2 inkependamment pur chacune des compo-
santesyy, (m 2 f1;:::;Mg). Par souci de pesentation des esultats, nous limitons letud e

au casM = 2 choisi comme le plus simple repesentatif deM > 0 et utiliee dans la section
suivante pour l'analyse de b;; ;).

Con guration exgrimentale. Premerement, on grere X = (X1;X2)” 2 RZ N (N =
10%) constant par morceaux tel quex; et X» partagent les mémes discontinuies. Pour se faire,
les longueurs de chague segment sont tiees selon une loi de Pareto paranetre dechelle 50
et de paranetre de forme 1. Par conequent, l'indicatrice des disontinuies T de X estegale
a celle de X1 et X, (voir De nition 2.4). Ensuite, les amplitudes absolues des disconinuies
de X1 et X, sont tiees inckependamment selon une gaussienne de moyenne 1 efe faible
dispersion, e.g. @1. Le signe de chaque amplitude est ensuite tie de manereequipobable.

Deuxemement, on gerere y = (y1;y2)” tel quey; = X1 + by et y, = X + by avec
b1 N (0; 11n) et by N (0; »1y). Puisque les amplitudes des discontinuies dex; et
X, varient egerement autour de 1, on ¢k nit les rapports signal sur br uit SNR; = 1= ; et
SNR = 1= ,. Pour une méme ealisation de K1;X>2;b1;by), dierents SNR ; et SNR; allant
de 10 dBa +10 dB sont examires en multipliant b; et by par un facteur dechelle.

Criere de performance. Nous cherchonsa connatre le egime (SNR; SNRy), dans lequel
la solution du Probeme 3.1 appligiea y fournie une meilleure estimation des positions des
discontinuies de X, que les deux solutions obtenues en esolvant deux fois le Probkm 2.2
poury = y; ety = y»,. Pour se faire, nous allons quanti er la qualie des dierentes estinmees
dera l'aide de I'erreur de Jaccard (voir De nition 2.7).

Etant donre que la qualie de I'estimation cepend fortement du ¢ hoix de , nous balayons
dans chacun des cas une gamme de 100 valeurs degquidistantes enechelle logarithmique)
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Figure 3.3 { Apport de l'estimation vectorielle "1:2-TV vs. deux estimations

scalaires “;-TV. . Haut : 3{* ™ 3Cuz ™) ¢t 3{+ ™ = j3C12 ™) en fonction de
(SNR1;SNRy). Bas : J(1 ™) (12 TV) en fonction de (SNR;; SNRy).

allant de 10 a 102, retenons l'erreur de Jaccard la plus faible, et notons :

it ™ =min Jeror G Bl ™ 6y ; (3.15)
3§ ™ =min Jeror G B ™Y G(r2) (3.16)
3T = min min Jeror G B ™5 ™ 6t (3.17)
J(u2 V) :mén Jeror G B(12 ™ g (3.18)

@ Gestun ltre passe-bas gaussiena support compact de taille 5 et deart-type 0:5. Les
quanties J{t ™ gCie ™ 30t ™ 302 ™) gt 3C2 ™ 3Ci2 V) sont moyenrees
sur 50 ealisations et repesentes Figure 3.3 en fonction de (SNR; SNRy).

Apport de l'estimation vectorielle. Les egions a Jfl ™

JCuz2 ™) > 0 (resp.
J(‘l TV)
2

J(12 ™) > 0) correspondent aux con gurations ai I'estimation vectorielle donne
de meilleures performances d'estimation d& que la seule estimation dea 1. (resp.T>2). Nous
remarquons Figure 3.3 (haut) que s que la composantg; (resp. y2) est signi cativement
plus informative que la seconde, alors I'estimation scalaire donne globaient une erreur de
Jaccard plus faible. Autrement, I'estimation vectorielle donne sygmatiquement de meilleurs

esultats.
3.3.2 Quanti cation des performances

Maintenant que nous avons illuste l'inerét d'une estimation vectorielle par rapporta
plusieurs estimations scalaires dans un cadre simple de signaux dggks par un bruit blanc
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gaussien, nous allons a pesent etudier les performances dans leaglre de I'estimation du
spectre D de signaux multifractals par morceaux. Dans ce contexte, nous considens |'ob-
servationy = (by;0,)> 2 R? N (voir De nition 3.3).

Con guration exgrimentale. Consicerons une marche akatoire multifractale z de taille
N = 2°, dont les proprees multifractales sont homogenes par morceaux et changenta la
position * = 28, selon une con guration motive par exemple par I'observation de donrees
d'activies ®ebrales, a1 I'on passe du repos (longue memoire ¢c; 0.6 > 0:5 et faiblement
multifractal c» 0:0125" 0)a une tache (faible corelation c;  0:5 mais forte multifracta-
lie c 0:0250< 0) (cf. e.g., [43]). Les quanties b; et by, & nies en (3.10), sont estinees
a travers les octavesj; = 2 et j, = 4. Les performances d'estimation des deux nethodes
serontevallees et compaees, comme moyenne sur 100 ealisationgpour dierentes tailles de
fenetres d'estimation jW. j variant de 22a 28echantillons.

Estimateurs propo®s.  Nous proposons de raner les estimateurs p;;b6,)> 2 R N par
une approche variationnelle faisant intervenir un terme de variation totale permettant de
favoriser les solutions constantes par morceaux.

Une premere approche consistea esoudre independamment les deux Probemes 2.2 sui-
vants :

IX 1

B, =argminkb, uik’+ 1 j(Duy)j (3.19)
u12RN =1
IX 1

B, , =argminkb, uxk’+ >  j(Duy)j (3.20)
us2RN =1

a D 2 RN D N repesente I'operateur de premeres dierences & nie n (2.3). Les solutions

. . . . disj disj .
Bl; , et Bz; , etant biaises (voir Section 2.1.2), nous d nissons Bll;le et BZI;SJZ les solutions
de (3.19) et (3.20) e-estinees a posteriori sur chaque segment.

Il est plus ealiste dans les applications de consicerer que I'esemble du spectre multifrac-
tal (donc a priori a la fois c1 et ¢y) changea un instant donre. Pour favoriser la cetection de
discontinuies conjointes dans les estimees; et b,, nous consicerons le Probeme 3.1 applige
a la quantie ( by; ), i.e., :

U
X2 X 1lpg X2
(B1:B,) = argmin kb, Uupk?®+ t

(u1;u2)2RZ N ooy ‘21 p=1

j(Dup)-j?: (3.21)

A n d'assurer que les termes d'attaches aux donrees contribuent demanere egale dans le
criere (3.21), il est recessaire de normaliser au pealable la dyramique de b; et b,. De la
meéme manere, nous noterons B;; B,)°" | la solution de (3.21) e-estimees a posteriori sur
chaque segment.

Illustration. La Figure 3.4 illustre la proedure : En haut, le signal multifractal par mor-
ceaux et le spectre multifractal assoce sur chaque egion, au ceme (resp. en bas),c1, b1,

oo . as .
B, Bi?nimax (resp. ¢z, by, le;SJ , B;O”‘ ) pour jWj: j = 28. Cet exemple montre que

1 Imax J max 7 Jmax

I'estimation conjointe (rouge) permet de gagner en pecision sur la l@alisation de la discon-
tinuie, compaeea une estimation disjointe (bleu).
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Figure 3.4 {lllustration. =~ Comparaison entre les estimeesBll;SJJmax , le;sjjmax t (B BZ)C(J’”‘
de (c1;c2).

Paranetre de egularisation. Les performances d'estimation cependent fortement du
choix de ( 1, 2) et quin'ont pas le méme poids dans (3.19)-(3.20) et (3.21). Cette ques-
tion importante lorsque I'on fait facea des signaux eels aet dis cueea la Section 3.3.1.2
pour un moctle de signal constant par morceaux corrompu par un bruit addiif gaussien.
Dans le cas pesent, nous proposons de comparer les performances desxdapproches pour
deux valeurs dierentes. Pour chaque probeme (3.19)-(3.21), nous ¢ nissons :

2seg COrrespondanta la plus grande valeur de telle que la solution posssde au moins 2
segments.

Jmax €St la plus grande valeur de telle que la solution maximise l'indice de Jaccard
(voir Section 2.3).

Pour notreetude, si nous notons by, by, b™" et r les vecteurs d'indicatrices des discon-

tinuies respectivement assocesa b‘i';s‘, bg';sj, (B1;B,)°°V et (c1:cy), lindice de Jaccard sera
mesue entre les quanties G(b ) et G(r) a1 G mocklise un ltre passe-bas gaussiena support
compact. Pour favoriser les solutions avec peu de segments, nous clisensG de taille 28
points et de largeura mi-hauteur 27 points.

Indice de Jaccard et nombre de segments. La Figure 3.5 montre que l'estimation

conjointe permet d'atteindre un indice de Jaccard plus eleve quelque soit la taille de la

fenetre d'estimation jW;- j. Par consquent, elle kere cie d'une meilleure estimation de la

position de la discontinuie. De plus, elle conduitegalementa un nombre de segments plus
faible, ce qui dans notre cas est petrable.

Distancea la discontinuié. La Figure 3.6 compare les performances en terme de dis-
tance entre les discontinuies pour = oseq (Figure 3.6(a)) et = (Figure 3.6(b)).

J
o dis] . T " disj

Pour I'estimation disjointe, Bl; montre une meilleure localisation de la cetection queBZ; . De

plus, I'estimation conjointe, kere ciant de l'information sur le s deux composantes, pesente
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sysematiquement une meilleure localisation de la cetection des discontinuies.

Erreur quadratique relative moyenne. La Figure 3.7 compare, pour = seq (a) €t
= . (D), les performances d'estimation en terme d'erreur quadratiqueelative moyenne
(MSEr)

E kbl C;|_k2 + kbz C2k2

MSEr[(b1; &2); (c1;C2)] = kciK2 ke, K2

(3.22)

a B est un estimateur empirique de la moyenne calcué sur 100 ealigtions. Quelque soit la
taille de la fenétre d'estimation jWj- j, on constate que

MSEr[(Br:B,)%": (c1;c2)]  MSEr(Br:B)¥: (cq;c0)l:

Pour jW;-j = 28, la MSEr des deux nethodes est sensiblement la méme. Cepéant, ce
esultat doit étre nuane avec les esultats pesenes Fi gure 3.6 et Figure 3.5. En eet,a
MSEregale, (Bl; Bz)cc’”’ cetecte moins de segments et localise la discontinuie 15% plus ps

e i
que B et B, .

Inuence de jWj:j. PlusjW;j; j estgrand, plus les estinees; et b, sont lisses. Inversement,
pour jW;j. j faible, les estimees sont fortement variables. Dans les deux casela rend di cile
la detection et la localisation de la discontinuie. Les esult ats exgerimentaux que nous rap-
portons montrent que les detections de discontinuies de c; et c; sont mieux estinees par
l'utilisation d'une grande fenétre d'estimation. La segmentation vectorielle assure de locali-
ser le plus peciement possible ces estimees pourtant fortenent lissees au cours temps, un
esultat peu intuitif a priori .

3.4 Segmentation vectorielle par approche TV (2D)

Dans cette section, nous consicerons le cas bidimensionnel @ 2 R/ | designe une image
avec un total dej j pixels.

Par analogie avec la Section 3.3, nous pouvons estime€{;);j>z et (Cz;j)j2z localement
dans le voisinage de chaque pixel, concevoir les estimateurs locauxb; et by, puis appli-
qguer un pro®dce de segmentation vectorielle de &;;6,). Cependant, cette nethode repose
sur I'hypotrese forte que les textures ou les signaux issus du moredeel suivent peciement
le comportement dechelle prescrita la Proposition 1.3. Dans cette section, nous choisissons
de relacher cette contrainte et de segmenter directement les qunties vectorielles ®; et/ou
®, a travers lesechelles.

Dans la suite, nous consicerons la quantiey = (y1;:::;ym)> 2 RMI 1 pouvant soit
moctliser R (i.e., M = 1), ®; ou ®, (i.e., M = J), ou leur concaenation (®;;®,)> (i.e.,
M =2J).

3.4.1 Segmentation vectorielle

Une extension vectorielle du Probeme 2.10 peut étre formukeal'aide de qui cependa

Probéme 3.2 (Probeme “o-TV 2D vectoriela Q niveaux). Soit une quantie y = (y1;:::;ym )~ 2

RMi | et un ensemble de valeurs de niveaui/q:m)1 q ;1 m M Aavec comme convention
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Vgim Vg+1;m. Alors le probbme consiste a trouver le vecteur = ( 1;:11; Q41 )> 2
[0; 1)@ M I tel que

. xow . S
SO Wi Cam  gr1m)”(Ym Vom)™+ o ™V gm  g+1m)
=1 m=1 8 m=1 g=1
2 1m 1
sujeta (8m2f1;:::;MQ) o Qim0 (3.23)
1 2 i o G

avec 0 et au TV cksigne la variation totale c& nie en  (2.68).

Remarque 3.2. Dans toute la suite, les niveaux/q:m 2 R seront choisis de manereequidistante
entre min-> Yy, etmax, ym:.

Il apparait clairement que le criere (3.23) est ®parable enm, et aucun couplage entre les

Cependant, nous devons gardera I'esprit que nous ne souhaitons pas dement segmenter
le vecteur des caraceristiguesy mais nous cherchons avant touta segmenter la texturez.

toutes les composantesym )i m ™ -

Pour se faire, nous consicerons I'extension du Probeme 2.10 au cadreectoriel propose
dans [37] pour letiguetage d'images RGB (i.e., M = 3). Il repose sur l'utilisation d'une
seule variable qui est cette fois-ci commune a toutes les composantes, i.e.,q qim

Probéme 3.3 (Relaxation convexe du probkme "o-TV 2D vectoriela Q niveaux). Soity =

(yi;::::ym ) 2 RMI 1 et un ensemble de valeurs de niveauXq)1 ¢ @ avec comme conven-
tion vq vg+1 . Alors le probeme consistea trouver = ( 1;:::; @+1)” 2 [0; 1@+ I tel
que
)@ > XA 2
min (q q+1 ) (Ym  Vgm)“+ TV( q q+1 )
2[00 Q0 m=1 gzl
8
21 L
sujeta S Q+l 0; (3.24)
1 2 il o O

avec 0 et au TV cksigne la variation totale ce nie en  (2.68).

Remarque 3.3. Pour que tous les termes d'attache aux donrees soient du méme ordre de
grandeur dans le criere 3.24, il est important de normaliser y composante par composante.

A n d'estimer e cacement , nous utilisons la strakgie algorithmique propose dans [55]
qui consiste a utiliser une nethode declatement proximal c oupke a une straegie e cace
pour calculer les operateurs proximaux. Le lecteur peut se efrera [55] pour des cktails
gquanta la stratgie algorithmique.
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3.4.2 Quanti cation des performances

Con guration exgrimentale. Les performances de la solution du Probeme 3.3 sont
evaliees sur des donrees synttetiques, produites nuneriguement par l'inclusion d'un patch
2D A d'une ealisation de marche akatoire multifractale (voir Exemple 1.2) de paramnetres
(c1;c2)a surun fond g de paranetres (ci;c2)s. Le fond et le patch sont normalises an
d'assurer que la variance locale ne cepende pas de la position dertinge.

Les simulations sont conduites en utilisant la transfornee standard ds coe cients d'on-
delettes 2D avec le tenseur orthogonal produit de Daubechiesa 2 momés nuls surJ = 3
echelles. Le proedc de segmentation est applige pourQ =2, =1et M = J = 3. Pour
chaque composantem 2 f1;:::Mg, les (vgm)1 q ¢ Sont initialement choisis de manere
equidistante entre min- ym: etmax Yym: . Puis, nous alternons la minimisation de (3.24)
et la e-estimation (Vvg;)1 q o 5 fois.

Segmentation scalaire vs. vectorielle. Consicerons le patch A et le fond g respec-
tivement repesents par la Figure 3.8 (b) en blanc et en noir. Une ealisation de texture
multifractale par morceaux z est fournie Figure 3.8 (a) au les paranetres du patch sont
(c1;c2)a  (0:4; 0:001) et ceux du fond sont €1;c2)g  (0:5; 0:1).

La segmentation scalaire dey = R, originellement envisagee pour l'analyse des processus
monofractal par morceaux [176], est illustee par la Figure 3.8-(c)). Nous obsrvons que
segmenterh fournit de mauvais esultats. En e et, puisque le processusz est multifractal,
toutes les valeurs de egularie locale h du support de D sont pesentes dans tout interval
ouvert de z pour des donrees de taille nie. Par consquent, I'estimation locale deh n'est
pas pertinente. De plus, puisque le support deDa et Dg se recouvrent, la seule quantieh
ne peut pas permettre de discriminer entre o et g.

Cette limitation cemontre le besoin d'examiner des quanties multiechelles lees au spectre
multifractal,a savoir C1 et C,. En e et, les esultats de segmentation vectorielle de@l, @2 et
(@1; @2)>, respectivement illustes Figure 3.8-(d), Figure 3.8-(e) et Figure 3.8-(f), montrent
que le masque est cette fois-ci estine de fecon satisfaisante.

Performances de segmentation. Pour le méme masque repesent par la Figure 3.8 (b),
nous avons consicee 8 con gurations reporees dans la Figure 3.9 pemettant de moctliser
dierents ecarts de c; et ¢, entre les egions A et pg. De plus, nous avons egalement
examire davantage l'impact de c, : les esultats en bleu correspondenta un spectreDg a
supportetendu alors que ceux en orange sont assocesa un spectrBg a support sere. Les
performances d'estimation sont quantiees en termes de pixels maklasss et sont moyenres
sur 20 ealisations.

Sans surprise, segmenteﬁ ore dans chaque con guration de mauvaises performances
d'estimation. Par contre, les esultats de segmentation vectoriele de ®, ®, et (@1;@2)>
sont sysematiquement satisfaisantes. De plus, toutes ces expences reproduisent le com-
portement espee suivant : les performances de segmentations asseesa ®, (resp. @2) sont
d'autant meilleures que la dierence de c; (resp.cy) entre a et g est grande. Cependant,
une inspection plus minitieuse des esultats montre qu'une plis grande dierence de c; ne
nene pas recessairementa de meilleurs esultats de segmerttion de ®,, comme le montre
la ligne orange dans la Figure 3.9 (graphes de gauche). Globalement, on obsergyue plusy
est informatif (e.g., y = (®1;®,)>), meilleure sera la segmentation.

Finalement, il convientegalement de noter que la segmentation scalae del est seulement
2 fois plus rapide que la segmentation vectorielle dél, (’92 ou (@1; @2)>. En pratique, les
simulations durent moins d'une minute par image de taillej j=2° 2° pixels.
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(a) z multifractal par morceaux (b) Masque
(c) Segmentation base surf (d) Segmentation baze sur®,
Pixels mal clas®es : 29.0 % Pixels mal classs : 5.7 %
(e) Segmentation base surd®, (f) Segmentation base sur (B;; ®,)
Pixels mal classes : 3.0 % Pixels mal classes : 0.96 %
Figure 3.8 { lllustration des esultats de segmentation conjointe. L'image multi-

fractale par morceaux z est pesente en (a) et aet gereeea partir du masque e n (b).
La solution du Probeme 3.2 poury = R est illustee en (c). Les solutions du Probeme 3.3
poury = ®;, ®, et (®;; ®,)> sont respectivement illustees en (d), (e) et (f).
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Figure 3.9 { Performances de segmentation conjointe. Comparaison des performances
de segmentation selon le choix de la quantity indiqlee en abscisse. Chaque graphe repesente
deux con gurations (bleu et orange) de (€1;c2) choisis sur A et g.
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3.5 Conclusion et perspectives

Ce chapitre propose une premere tentative visanta analyser des pocessus multifractals
par morceaux carackeries par des proprees multifractales homogenes dierentes sur plu-
sieurs egions distinctes. Elle repose sur I'estimation locale dns une fenétre glissante des
quanties multiechelles ¢; et ¢, voire C; et C,, impliguees dans la formulation du spectre
multifractal, combireea un proed d'estimation ou de segment ation.

L'apport des approches TV vectorielles par rapport aux approches scala@s a tout d'abord
etevalle sur des signhaux constants par morceaux corrompus par un buit Gaussien. Nous
avons monte que lorsque le SNR est du m&me ordre de grandeur sur chawe des compo-
santes, alors les approches vectorielles kere cient d'une ermur de Jaccard plus faible, ce qui
qguanti e une meilleure localisation des positions des discontinigs. Des esultats similaires
ont ensuite egalement et obtenus pour I'analyse d'une marche akatoire multifractale par
morceaux produit synthetiquement et reproduisant un cas d'interét pratique.

Nous avons monte dans le cas unidimensionel que l'estimation doit && conduite dans
des voisinagesW de grande taille. Cependant, la corelation (temporelle ou spatiale)
b, by, (‘?1 et @2, interente a la recessie d'estimer ces quanties dans des voisinages de
taille signi cative, est susceptible de compliquera priori les methodes d'estimation et de
segmentation utilisees, reposant sur une formulation par variation totale, qui sont acequates
lorsque les signauxa egulariser ne sont pas coreés. Nous envisagens de poursuivre ce travail
en modi ant les termes d'attache aux donrees pesents dans les guations (3.21), (3.24) et
(B.1) an de prendre en compte ces corelations.

De ecentesetudes [72, 73, 190] ont montees l'inerét d'analyser les proprees multifrac-
tales du rythme cardiaque foetal (RCF) pour caraceriser letat de sante du foetus. Nous
envisageons alors la possibilie d'estimer les discontinuies @ (b;; 6,)> comme un moyen de
guanti er levolution de la sane du foetus au cours du temps. An d 'orir une estimation
des discontinuies au fur eta mesure de l'acquisition du RCF, nous proposons dans le cha-
pitre suivant une solution algorithmique permettant de fournir une solution approckee du
Probeme 3.1a la voke.

Le proece de segmentation propoe au Probkme 3.3 cemontre des peformances tes
satisfaisantes mais repose sur la forte hypottese queq gm (8m 2f1;:::;Mg). D'un
coe, cela a l'avantage de ce nir des partitions ( 1;:::; @) communesa toutes lesM com-
posantes. De l'autre cok, cela implique que les performances sbiies sensibles au choix
arbitraire eta l'ordre des niveaux vq:m. An de pallier cette limitation, dierents termes
de egularisation sont actuellement envisages pour permettre unestratgie de segmentation
plus exible. Un premier pas dans cette direction peut par exempleétre le a I'utilisation
du tenseur de structure de la variation totale, dont la nethode est cecrite dans I'Annexe B,
qui permet d'introduire des corelations entre les composantes ans toutefois permettre une
segmentation conjointe.
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Chapitre 4

Estimation "1.0-TVa la voee
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Extension vectorielle. Dans le chapitre peedent, nous avons cemonte l'inerét de

consicerer des approches TV vectorielles pour cetecter les égions ai le spectre multifrac-
tal diere via I'estimation des discontinuies conjointesa ( b1;b,) voire (@1;,- ;@2;j )i- L'ex-
tension vectorielleemerge egalement dans de nombreux contextesotnme par exemple dans
certaines applications biorredicales a1 I'objectif est d'extraire les discontinuies conjointes
pesentes dans des donrees multivarees, e.g., donrees EEGY8]. Ce type de probeme s'ap-
pligue egalement aux donreesa valeurs complexes qui peuvent nairellement s'interpeter
comme une quantie vectorielle, i.e., la partie eelle et la partie complexe des donrees. D'un
point de vue bayesien, des solutionsekgantes ontet proposes en [69, 167] et des strakgies
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ieratives e caces ont ecemmentet introduites en [26, 107].

Algorithmesa la voke. A n d'adresser le probeme le au temps de calcul dda la nature
ierative des algorithmes proximaux pour esoudre le Probeme 2.2, des proedes alternatifs
onteketudes, tel quel l'algorithme taut string  utilise commurement dans la literature
statistique [141]. Tes ecemment, un algorithme rapide reposant su la formulation duale et
I'analyse des conditons de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) aek propose en [52] pour esoudre
le Probeme 2.2. Contrairementa l'algorithme  taut string , ce dernier permet déviter des
sommes cumukes, pouvant potentiellement menera des valeursxgessives et par conequent
a des erreurs nurreriques. Une autre speci cie de cet algorit hme concerne son comportement
a la voke, c'esta-dire qu'il ne recessite pas I'observation de toute la srie temporelle avant
de fournir une solution sur une sous-partie. Les algorithmesa la voie pourraient étre d'un
inerét crucial pour les probemes de surveillance en temps eel rencontes notamment dans
le milieu nedical [97, 33].

Contribution Dans ce contexte, le pesent chapitreelaborea partir de [52] un algoithme
a la voke permettant de esoudre le Probeme 3.1. Nous illusterons en premier lieu le com-
portement non local du probeme vectoriel par opposition au caracere local du probeme
scalaire, ce qui cemontre que tout algorithme a la voke pour esoudre le Probeme 3.1 ne
fournira seulement une solution approctee. A partir de cette obsevation et de la eecriture
des conditions de KKT esultant de la formulation duale du Probeme 3.1 specieesa la
Section 4.2, un algorithme rapide eta la voke est cerivea la Section 4.3. Les performances
en termes de qualie de la solution et de gains de temps de calcul soniesentes dans la
Section 4.4.

Reérence.  Ce chapitre s'appuie sur la contribution [87] et est le esultat d'une collabora-
tion avec L. Condat. Une viceo cemontrant le caracerea la voke de I'algorithme ainsi que
les routinesMatlab  correspondantes sont disponiblesa I'adresséttp://perso.ens-lyon.
fr/jordan.frecon

Notations.  Soit u = (Umn)1 m m:1 n n 2 RM N un signal multivare, a1 pour chaque

utiliserons egalement les fonctions suivantes : abs(y) = (jumnj)t m m 2 RM et sgn(uy) =
sgNUmn) ; v 2 RM.

4.1 Nature non locale du probéme T12-TV

Il existe une dierence de nature fondamentale entre I'estimation scalaire M = 1) et
vectorielle (M > 1). La premere est intrinequement de nature locale [52, 136] alors ga la
seconde est non locale. Nous entendons par local le fait que la solutionae position donree
ne cepend pas du signal locali avant (resp. apes) la discontinie peedente (resp. sui-
vante). A n d'expliquer cette notion, nous proposons l'exgerience suivante dont les esultats
sont illustes Figure 4.1. Les esultats assocesa I'estimation scalaire (resp. vectorielle) sont
pesenes sur le graphe de gauche (resp. droite).

Premerement, consicerons la quantie scalaire y 2 RN (N = 180), compose de la
somme d'un signal constant par morceaux et d'un bruit blanc Gaussien (gs, graphe en
haut a droite). La solution % du Probeme 2.2 est achee en traits pleins rouges. Nous
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Figure 4.1 { Nature non locale ( "12-TV) vs. locale ( "1-TV). Gauche : solutions du
Probeme 3.1 pour M = 2 (haut : Jere composante, bas : Zme composante). Droite : solutions
du Probeme 2.2. Observationsy (gris), solution ® (rouge), concatnation des solutionsk
et k; (bleu pointiles).

consiceronsegalement les solutions du Probeme 2.2 appligiesadeux partitions de y obte-

nues en scindanty en deux, i.e.,Y =(VYn)1 n n=2 €Y+ = (Yn)n=2¢1 n N- LES solutions
b et b, du Probeme 2.2 respectivement assoceesay et y. sont concatrees en une
solution repesenee Figure 4.1 en traits pointiles bleus. Nous observons qu'il n‘existe aucune
dierence entre % et la concaenation de b et k. , illustee Figure 4.1, misa part pour le seg-

ment qui contient le point de concaenation. La dierence autour du p oint de concatnation

est en e et attendue car  utilise une information (la continuie entre y et y. ) qui n'est

pas disponible lorsque les solutiono et . sont calcukes. Le fait qu'il n'existe aucune
dierence ailleurs illustre la nature locale de la solution du Probeme 2.2.

Cette experience est maintenant reconduite pourM = 2 car c'est le plus simple repesentatif
du cas vectorielM > 1. Nous consicerons cette fois-ci une quantie vectorielley = (y1;y2)” 2
R?> N (N = 180) egalement compose de la somme de signaux constants par morceaux
et de bruits blancs Gaussien (en gris, Figure 4.1, lere et me liges). Deux partitions
Y = (YuniYzn)1 n n=2 € Y+ = (Yin;Y2n)n=241 n n Obtenues en scindanty en deux
sontegalement consiceees. Les solutions du Probeme 3.1, appligea y;y ;y+, respective-
ment notes k, b et k. sont obtenues pour = 20 via I'Algorithme 5. Les solutions ® et
k. respectivement assoceesay ety., sont concakrees et repesentes Figure 4.1 en traits
bleus pointiles, tandis que k est illuste en rouge. Contrairement au casM =1, la dierence
entre B et la concaenation de k et k., a chee en noir sur le graphique du bas, est dierente
de O sur I'ensemble du support dey, montrant clairement la nature non locale dek lorsque
M > 1.

Dans le cas scalaire, la nature locale de la solution permet de mettre gooint un algo-
rithmea la voke, dit  taut-string , qui consistea trouver la corde ( string ) de longueur
minimale (appeke taut string ) contenue dans le tube de rayon autour de la primitive
dey. La solution ¥ du Probeme 2.2 ("1-TV) est ensuite obtenue en calculant la cerivee de
la taut string . Une strakgie e cace aek propoee en [58] an de dceterminer dir ecte-
ment (i.e., sans ierations) les points de contact entre la taut string et le tube. Bien que
cette approche puisse etre gereralise au cadre vectoriel,d detection des points de contact
requiert en plus l'angle du contact entre la taut string et le tube. Or, cette information
est justement non locale, ce qui implique que minimiser le Probine 3.1a la voke est un
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probeme di cile qui ne peut pas etre esolu localement. Cett e interpetation sera discute
plus en cktail dans la Section 4.2.2.

La nature non locale du Probeme 3.1 implique que I'on ne puisse pas grer trouver la
solution exactea l'aide d'un algorithme a la voke. Par conequent, dans ce chapitre, nous
pesenterons un algorithme a la voke permettant de fournir une approximation de bonne
qualie de la solution exacte du Probeme 3.1. Un paramnetre de contrble jQj, qui sera ¢ ni
dans la Section 4.2.3, permettra de contréler le compromis entre la culie de I'approximation
et le temps d'execution.

4.2 Conditions de Karush-Kuhn-Tucker

4.2.1 Formulation duale

Nous rappelons ci-dessous la formulation duale du Probeme 3.1 au sens tke dualie de
Fenchel-Moreau-Rockafellar (voir Section 2.2.1 et [81, 156, 180]) :

Probéme 4.1 (Probeme 1.,-TV dual). Soienty = (y1;:::;ym )~ 2 RM N et 0. On
appelle probeme " 1.,-TV dual le probeme consistanta trouver

. 1 X o
b= argmin = kym + L upk® assujettia
u=(ui;uy )>2RM (N D) 2m:1

8n2fl:::;N 190 kupnk ; (4.1
al, pourtout m2f1;:::;Mgetn2f2;:::;N  2g,
(L Bm)n = bmn 1 bmpn (4.2)

et (
(L bn)r = bmy;
(L bn)n = b 1
Remarque 4.1. Notons que la formulation duale usuelle implique uy, a la place de un,

dans (4.1). Nous choisissons cette @ nition par souci de colterence avec lessultats obtenus
en [52].

(4.3)

D'apes le Lemme 2.1, les solutions optimaled 2 RM (N D etp 2 RM N du Probeme 4.1
dual et du Probeme 3.1 primal sont relees par

(
(8m2f1;::::Mq) Pm = ym + L bpy;

(4.4)
Bn2fl;:::;N  1g) bh2 @k k(Rper Rp):

A partir de (4.4), nous obtenons directement les conditions recessaés et su santes d'opti-
malie :

Proposition 4.1. Les solutions du Probeme 4.1 dual et du Probeme 3.1 primal satifont

Pm = ym + L by; (4.5)

et, pourtoutn2f1;:::;N 1g,
(

si ®p=kn4 alors kbpk

. (4.6)
si kp 6 kpsy alors by, = H:
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b2;n >0

Figure 4.2 { Comparaison entre les discontinuies simultarees et non-simult arees

dans l'espace dual. Gauche : la positionn est appropree pour introduire un changement
d'amplitude regatif sur les deux composantes. Droite : la positionn est appropree pour
introduire un changement d'amplitude regatif sur la Zme composarte seulement.

La premere condition dans (4.6) correspond au cas ai toutes les composaes m 2

est illustee Figure 4.2 (graphe de gauche) pourM = 2. La seconde condition moctlise les
situations ai certaines composantesm de k admettent une discontinuie entre les instants n
et n+1. Entre autre, la con guration ai toutes les composantes de b ne changent pas simul-
tarement de valeur est particulerement ineressante (voir F igure 4.2 graphe de droite). En
e et, en pesence de bruit cette condition est tes rarement rencontee. Par consequent, dans
la suite de ce chapitre nous ne consicererons que le cas ai les dantinuies sont simultarees
sur toutes les composantes.

Remarque 4.2. La Proposition 4.1 pour M =1 nrene aux conditions de KKT usuellement
assocees au Probeme 2.2 (1-TV) :

8
2si k,>kpp alors by =+ ;
S si ky< bkph+y alors b, = 4.7)

Par ailleurs, I'algorithmea la voke propos en [52] et permettant de esoudre le Probeme 2.2
("1-TV) est cerivea partir des Conditions (4.7).

4.2.2 Recriture des conditions de KKT

Contrairement aux Conditions (4.7) pour I'estimation scalaire, les condtions dans le cadre
vectoriel cerivees dans la Proposition 4.1 ne sont pas directemenutilisables en pratique pour
mettre au point un algorithmea la voke car kn+1 kR, esta priori inconnua l'instant n.

Par consquent, nous proposons de kecrire la seconde condition d@t.6) par l'internediaire
de variables auxiliaires non-regatives bn)1 n ~n 1 telles que

(

Si Ry =R+ alors kbpk

. . (4.8)
si k, 6 k1 alors b, = signkn+  kn) bn;

@ b, = w et a est le produit matriciel de Hadamard. Des lors, la Proposi-
n+l n

tion 4.1 peut &tre reformuke composante par composante comme suit :

Proposition 4.2.  Les solutions du Probéme 3.1 primal et du Probeme 4.1 dual satifont les
conditions recessaires et su santes suivantes. Il existe des variableauxiliaires non-regatives
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(Bn)1 n N 1 telles que, pour toutm = f1;:::;Mgetn2f1;:::;N 1g,

8
2si Bmn > Bmn+1  alors  bmn =+ B
> Si Bmin < Bmpn+r  alors bmpn = By, (4.9)

" si Bmn = Bmn+1r alors bmn 2 [ Bon b

aveckbhk = et
b =ym +L by (4.10)

La comparaison entre lesequations (4.7) et (4.9) souligne la similarie etre les conditions
recessaires et su santes du Probeme 2.2 et du Probeme 3.1. En e et, les conditions impli-
guant dans le cas scalaire impliquent le vecteur auxiliairéa dans le cas vectoriel. Le fait
gue b varie pour chaque paire (m;n) peut s'interpeter dans les proedures taut string
comme la variation de 'angle de contact entre le tube de rayon etla taut string . C'est
justement le manque de connaissance sl qui augmente drastiquement la di cule pour
mettre au point un algorithmea la voke.

4.2.3 Solution approctee

Si I'on suppose queha est connua priori de telle manere que, pourtoutn 2f 1;:::;N 1g,
kb,k = , alors le probeme primal assoce aux Conditions (4.9) senonce ainsi
|
X X 1 '
min “kym  XmK*+  Bnnj(LXm)n (4.11)

=y g M N 2
Xx=(X1;:5Xm )2R m=1 n=1

et peut étre interpee comme M Probemes 2.2 ("1-TV) ayant des paranetres de egularisation
variant dans le temps, ca-d, (bm)1 m wm-

L'approximation que nous faisons ici consistea restreindre I'estmation des valeurs deb
a partir d'un ensemble peceni Q = f ®M;:::; (Q)g choisi de facona ce que pour tout

La strakgie la plus naive consisterait donca esoudre M Probemes 2.2 ("1-TV) pour

les jQj valeurs candidates deh, c'esta-dire trouver pour chaque m = f1;:::;Mgetqg =
f1;:::;iQjg,
B =arg min Tkym  xmk2+ @OkLxmks (4.12)
Xm 2RN 2

et mettre au point une rmethode pour choisir la solution parmi les jQj possibles. Par exemple,
choisir celle qui maximise quelque criere de qualief que ce soit, i.e.,

k=%@) a g =arg max f(k@): (4.13)
1 qjQj

Bien que cette nethode pourrait &tre mise en oeuvre en paraltisant M algorithmesa la voke
esolvant le Probeme 2.2 (7 1-TV), cette situation correspondrait au cas ai I'estinree de z est
constante, ca-d, z= (4)1y. Par consquent, les changements de valeurs moyennes seraient
traiees incependamment sur chacune des composantes et aucune pamonie de groupe ne

A n de pouvoir kere ciera la fois d'une impementationa la vol ee et de la parcimonie
de groupe, nous proposons une solution algorithmique basee sur un estimair constant par
morceaux deb cktaile dans la prochaine section.
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4.3 Solution algorithmiquea la voée

Dans la suite, nous commercons paretendre au cadre vectoriel 'algothme a la voke
propos en [52] tout en supposant quea est connua priori. Cette hypottese forte, irealiste
en pratique, nous permet de cecrire facilement les etapes de #lgorithme. Puis, nous nous
sommes ineres®sa la question de I'estimation automatique eta la voke de b parmi les valeurs
pesentes dansQ. De fait, nous introduisons par consquent le pararetre jQj contrélant la
qualie de l'approximation. Les principales etapes de l'algorithme a la voke sont esunees
dans l'Algorithme 6. Tout comme dans [52], la nethode propose estegalerent base sur
I'encadrement conjoint des solutions primales et duales et b par des bornes inkrieures et
superieures misesa jour au fur eta mesure que l'observationy est parcourue.

Algorithme 6  Principe de l'algorithmea la voke pour esoudre le Probeme 4.1 (" 1.2-TV).

1: Fixer ng = 1.

2: Tant que ng <N faire

Fixern ng

Initialiser les bornes primales et duales

Tant que Regle 1 est satisfaite faire
Fixern n+1

w

Mettrea jour les bornes primales et duales
Si Regle 2 n'est pas satisfaitealors

10: Recalculer les bornes primales et duales
11:  Estimer la discontinuie nppt

12:  Estimer (Bj)n, j nuy

13:  Fixer ng  nNyp +1

Sortie : Solution Rapprox

© NGk

La conception de I'Algorithme 6 repose sur la speci cation de la Regle 1 et de la Regle 2
permettant respectivement de detecter une discontinuie et de trouver sa position gracea la
Proposition 4.2..

4.3.1 Casical a b estconnu
4.3.1.1 Bornes inérieures et sugerieures

D'apes la Proposition 4.2, la solution du probeme primal, la solution du probeme dual
et la variable auxiliaire doivent satisfaire, pour tout n 2f0;:::;N 19

8

20n41 = Yner + On Rnag;

> abs(n+1)  Bner; (4.14)
' kbn+1k=

avecbp = by =0. Si l'on consicere les deux premeres conditions, la conditionde prolonga-
tion kp+1 = K, Nenea (
Yn+1  Bn  bBps1 g

(4.15)
Yn+1  Bn+ b1 O

En suivant le méme raisonnement cerive dans [52] pour le cas scalaireon peut \eri er si la
condition de prolongation (4.15) est satisfaite en raisonnant sur en encadreemt de b, et k.
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Ce nition 4.1 (Bornes locales inkrieures et superieures deb, et k,). Pour tout n 2
f1,:::;N 1g, on ¢ nit les bornes inkrieures et sugerieures de k,, notes respectivement
X, et Xy, telles que

X, Bn Xn; (4.16)

bm;n = Qm;n Si bm;n = lm;n;

Bm2f1;:::;MQ) - , - (4.17)
Omn = Unn SI Bmn = Xmen s
al u, et U, sont respectivement la bornes sugerieure et inérieure deby, i.e.
un bn u,; (4.18)
Demonstration. D'apes la relation primale-duale (4.4), pour tout m 2 f1;:::;Mgetn 2
f1,::;N  1g,
Omin = Ymn + Omn 1 Bmin; (4.19)
et par ce nition des bornes intrieures et sugerieures de By, et by.n, Nnous obtenons
Unn = Ymin ¥ Bmn 1 X (4.20)
Unn = Ymn + Omn 1 Xmin': (4.21)

En soustrayant (4.20)a (4.19) nous obtenons
Bm:n Un:n = Xmin Bmn < 0 (4.22)

en conequence de (4.16). De la méme manere, on montre qun.n > Um:n . O

4.3.1.2 Regles de misea jour & Regle 1

La condition de prolongation kn+1 = ®n, qui a merea (4.15), peut étre eecritea l'aide
des bornes surk,, et b, comme suit :

(

Yn+1  Xn  Bner Up;

_ (4.23)
Yn+1  Xn+ Bps1  Up:

Si cette dernere condition, appeke Regle 1, est \eriee, al ors d'apes la relation primale-
duale (4.10), nous pouvons mettrea jour les bornes inkrieures et sgerieuresa la position
n+1 comme suit : (

Upsr = Yner T Uy Xy, (4.24)
Up+1 = Yn+1 * Un  Xp,
et (
Xna1 = Xp!
~n+l T on (4.25)
Xn+1 = Xn

Remarque 4.3. De manereequivalente, on peut sysematiquement mettrea jour les bornes
primales (resp. duales) selon(4.24) (resp. (4.25)) puis ensuite \eri er si la eecriture suivante
de la condition de prolongation (4.23) est \eriee :

Up+r Bn+1; (4.26)
Un+1  +hn+r:

C'est le choix que nous adopterons dans la suite de ce chapitre.
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4.3.1.3 Prolongation du signal & Regle 2

Si la Regle 1 (i.e. Condition (4.23) ou de manereequivalente (4.26)) est \eriee, alors
I'nypotrese kn+1 = k, est valide. Par contre, les bornes sugerieures et inkrieuresdoivent
peut-&tre étre misesa jour an de respecterbinyy 2 [ bp+1;+bn+1]. D'apes (4.18), cette
condition recessite de \eri er que la Regle 2 suivante soit valide :

(

Un+g +bn+1; 4.27)

Un+1 Bn+1:

| Siles deux Conditions (4.27) sont satisfaites, les bornes sont inchanges.
| Si Unn+t = Unn + Ymn+1  Xmpn > +Bnn+a, alors les egles de misesa jour sgeciees
en (4.25) ont sousevalees la borne sugerieure

“m  Xmj (8 2fng;iiiin+1g) (4.28)

al ng est la position de cepart du dernier segment. Puisqued,., ., €st celimie sugerieu-
rement par +bnn+1 et, que pour une telle valeur on peut montrer que

+ gm;n +1 bm;n +1

_m = Xmn N o+l (4.29)
nous proposons d'e ectuer les misesa jour suivantes
(8] 210G 13N +10) Xy = o (4.30)
Upn+r =+ B+
| Si Unn+1 < bBmn+1, alors la borne inkrieure
“m Xmj (8] 2fng;:iisn+1g) (4.31)

aet surevalee. De la méme manere, puisque Unn+1 €St borre inkrieurement par
bm:n+1, NOUS pouvons montrer que la borne superieure

_ Umnn+1 + bm;n +1 .

= Xmon + ; 4.32
m - amn n no+1l (4.32)
permet d'assurer la coterence des misesa jour suivantes

8 2fng;:::;n+1 Xmi = m.

£ J 0 Q) m;j m (4.33)
Unn+t =  Bmn+a:
Demonstration. Pour tout m2f1;:::;Mgetn2fng;:::;N 2g, si

Qm;n +1 = Qm;n + Ym;n+1 lm;n > +bm;n +1, (4-34)

alors les egles de misea jour dex,,.,, speciees en (4.25), ont sousevaliees sa valeur_,.
D'un cok, an de modi er les bornes inkrieures ( Xy,.p )k, j n+1, ON consicere la somme
cumuke des observations qui, selon (4.4), menea

y(rl
Ymj = Umn+1  Umng (N No+ 1) Xmino1; (4.35)
j=no+l
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et qui, Si Up.n+y =+ Byn+1, Meneraita

1
Ymj = Bnn+er Umno +(N No+1) _; (4.36)

j=no+1

par ¢k nition de X4y = ;-
D'un autre cog, les egles de misea jour (4.24) et (4.25) ont mereesa

9(0-1
Unn+1 = Uming * Ymij (N no+1) Xmin - (4.37)
j=no+l

La combinaison de (4.36) et (4.37) conduita

gTT‘I;I']O

+ umn+1 bm;n+1 + bm;no_
n npg+l .

+ (4.38)

—m lm;n
Puisque x,., aee sousevallee et que par e nition bmpn, Up.p,, NOUS pouvons ainsi
proposer la valeur suivante
Umnin+1 bm;n +1

-m = lm;n + ‘n No +1 ; (439)

an d'ajuster les bornes inkrieures, i.e.,
(8] 2fng;:iiiin+109) Xpmyj = _m! (4.40)

En plus, en conequence ddynn+1 2 [ Bun+1;+Bnn+1] et d'apes liregalie (4.18), nous
assignons
Qm;n +1 = + bm;n +1- (441)

La cemonstration est similaire dans le caslimn+1 < Bmn+1- O

4.3.1.4 Estimer la position de la discontinuie Nrupt

Si la Regle 1 n'est pas \erieea la position n, une discontinuie doit étre introduite
dans lintervalle fnp;:::;ng. A n d'estimer sa position nypt , NOUs avons besoin de distinguer
trois cas pour toutm 2f1;:::;Mqg:

| Si Upn+1 = Unn + Ymin+1  Xmn < Bmn+1, alors, puisqueup,., est borre, cela
implique que x,,., est suevalle et par consquent un changement d'amplitude regatif
doit étre introduit sur la meme composante a n de decrotre sa valeur. A partir de la
Proposition 4.2 et de I'Equation (4.18), 'ensemble des positions , approprees pour
introduire une discontinuie sur la meme composante est

m="fj2fng;:::;ng | gm;j:+hﬂ;jg: (4.42)
Ces positions correspondent aux indiceg pour lesquels la borneu,,; aete misea jour
an de \erier la condition by 2 [ by ;bn;] (voir paragraphe peedent).

| Si Unn+1 > +bBnn+1, alors un changement d'amplitude positif doit &tre introduit sur
la meme composante. L'ensemble des positions,, approprees pour introduire une
discontinuit sur la meme composante est

m="fj2fng;::;ng |j Unj = bmjo (4.43)

Ces positions correspondent aux indiceg pour lesquels la bornelly,;; aet misea jour
ande \erier la condition bmj 2[ By;j;bn;l
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| Sinon, la meme composante satisfait (4.15) et aucun changement ne doit étre intrduit.
Cependant, puisque I'on consicere le cas ai les discontinuits ont lieu simultarement

La position de la discontinuie nqpt corresponda la dernere position pour laguelle on
peut introduire le changement d'amplitude adequat sur chacune d& composantes, i.e.,

Nyt = _Max (4.44)

12 m=1 m

Une fois quennp: aee estine, nous pouvons e nir la valeur ( ®;), P Nt Lorsqu'un
changement d'amplitude regatif est cetece sur la meme composante, on assigne

(8 2fno; i Npt ) Bmj = Xmnsas (4.45)

en accord avec (4.17). De la méme manere, lorsqu'un changement d'anfifjude positif est
cetece, on assigne

(8 2fno;:::;Nwpt ) Bmj = Xmen+1: (4.46)

4.3.1.5 Commencer un nouveau segment

Lorsqu'un segment est cee, on commence la detection d'un nouveausegmenta partir
deng = Nppt +1tantque ng<N .

Xp=Yn Uy+ by g (4.47)
Xn=Yn Un+bp 1

En particulier, pour n = ng, combiner (4.9), (4.16), (4.17) et (4.24) nous permet de ceriver
la proedure d'initialisation suivante

gno =+ bno;
(Uno = Bno; (4.48)
Xng = Yno bno + bno 1

Xno = Yno + Bng + Ongy 1

al la valeur de by, 1 est donree par la Proposition 4.2. De plus, d'apes la eecriture de
(4.14), b = 0.

4.3.2 Estimation du vecteur auxiliaire b

A n de pesenter lesetapes de l'algorithme, nous avons jusqua pesent suppos b connu
a priori. Dans cette section, nous montrons comment modi er I'algorithme pour atimer
simultarement b et k.

Pour obtenir une solution approcteea la voke, nous proposons de :

| construire un estimateur constant par morceaux e de b,

| consicerer seulement les discontinuies conjointes sur tout es les composantesn 2
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4.3.2.1 Estimateur constant par morceaux de b

Nous proposons un estimateur constant par morceaux dont les valeurs entréaque dis-
continuies appartiennenta un ensemble pede ni  Q introduita la Section 4.2.3. Pour chaque

(@

(@ qu)’ n ., et Xpn”. Elles sont initialies a chaque position de depart ng d'un

noees un”’,

et (4.25) jusqu'a ce que la condition de prolongation

(

(9) (q)-

Un+1 ’
(4.49)

ul o+ O

base sur (4.26), ne soit plus \eriee. Dans la suite, nous examinors comment modi er I'al-
gorithme cecrita la Section 4.3.1, an de prendre en compte la slection automatique de e
parmi Q. L'algorithme qui en esulte est I'Algorithme 7.

(@

4.3.2.2 Estimer les positions candidates de la discontinuié rupt

Pour chaqueq 2 f 1;:::;jQjg, on estime les positions des discontinuittzsnff,‘?)t tel que

nous l'avons peedemment decrita la Section 4.3.1.4. Toutefois, la principale dierence ici est
gue nous nous restreignonsa des discontinuies simultarees sutoutes les composantes. Nous
avons cep cetaile avant la Proposition 4.1 que la ceation de di scontinuies non-simultarees
avait une probabilie quasi nulle de se produire. Des lors, la restriction aux discontinuies
simultarees ne va pas impacter la solution.

ceee. Par exemple, sigfﬁ;)n 1 < D (resp. Uﬁﬁ;)n > {9y, alors I'ensemble des positions
(a)

m approprees pour introduire une discontinuie sur la meme composante est
§ﬁ):fj2fn0;:::;ngjga?%:+ (g (4.50)
(resp. (@ = fj 2fn0;:::;nngff]‘;)j = Og): (4.51)

Pour les composantes \eri ant (4.49), nous proposons I'heuristique swiante pour determiner
le type de discontinuit et les positions de discontinuit le plus probable :8m 6 m tel que

(@ (@
Un e Uy neg < 0, alors

(9 =fj2fn0;:::;ngjgfﬁ);j:+ (ag (4.52)
et, 8m. 6 m tel que gfﬁ) e F Ufﬁi n+1 0, alors
@ = fj 2fno;:::;ngjgff1‘)+;j =+ (g (4.53)

Un exemple pourM = 2 et pour lequel la seconde composante viole la Condition (4.49)

est illuste Figure 4.3. La position de la discontinuie nﬁ%t et la valeur assigreea k(@ sur

le segment en cours sont toutes deux estinees comme pecdemmg voir (4.44), (4.45) et
(4.46).
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(@ (a9

Qz;n+1 Qz;n+l
Vi MU
—(q) U(Z(;?]+l —(9) U(Zc;?wl
Uin+1 Uin+1
/ . /
g(l?r)wl u(f;‘ﬁﬂ
Figure 4.3 { Exemple de con gurations menanta la etection d'une discontinui e .
Dans cet exempleM =2, (¥ = @ = =2 puisqueus?,, > {?, la condition (4.49) est
vioke. Le graphique de gauche (resp. droite) illustre la con guration U(l‘;?,ﬂ + g(l?,)Hl <0

(resp. U2, + u{?,,  0) ceeritea la Section 4.3.2.2.

4.3.2.3 Estimer la position de la discontinuie Nrupt -

D'apes le paragraphe peedent, la proedure d'estimation m ene a plusieurs positions
candidates pour la discontinuie (au plus jQj). Parmi ces dierentes positions, nous proposons
de choisir celle inde>xee parq pour laquelle les bornesx(@) et x{9) sont le plus proches

possibles, i.e.,
2

q2Agmin X0 X9t (4.54)
1 qjQj r]rupt r‘rupt
avec
=diag( 1;:::; wm); (4.55)
al, pour tout m2f1;:::;Mg, m estlecart-type de y,,. Le facteur ' permet d'assurer

que toutes les composantes contribuentegalement dans le criere4.54) inckependamment de

leur ordre de grandeur. Lorsque le minimiseur de (4.54) n'est pas unigy nous choisissons

indi u u u . ‘au , hou isi '
l'indice our le elnﬁﬂpz est le pluselewe. En d'autre termes, nous choisissons l'ensebte de

variable auxiliaires permettant de valider la condition de prolongation (4.49) le plus longtemps
possible.

Par consquent, nous obtenons nalement un indiceq qui nous permet d'estimernyp; =

(9)

Nrupt €L

(8j 2fno;::inupe@) 7 = (@) &y = bj(q): (4.56)

La position de cepart du prochain segment est >ea ng = nyp + 1, et l'algorithme se
epete tant que ng <N .

4.3.2.4 Commencer un nouveau segment

letape d'initialisation peut se eecrire

(
QS-]C(‘)) =+ (Q), UI(‘I%) = (Q),

xP =y @iy, 1 xXP =y, + @+by, o

(4.57)
avecbg = 0.

Remarque 4.4. Letape d'initialisation (4.57) depend implicitement de l'estimation de b
faite sur le segment peedenta travers le terme by, 1. Nos simulations ont montees que
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Algorithme 7  Resolution approctee du Probeme 3.1 basee sur un algorithmea la voke.
Entee : EnsembleQ = f @;:::: Qg

1: Fixer ng = 1.

2: Tant que ng <N faire

3:  Pour g=1;:::;jQj faire

4: Fixern ng

5: Initialiser les bornes primales et duales selon (4.58)

6: Tant que (4.49) est satisfaitefaire

7: Fixern n+1

8: Pour m=1;:::;M faire

9: Mettrea jour les bornes primales et duales

10: Siu® >+ Poru® < & alors

11 Recalculer les bornes primales et duales

12: Estimer les valeurs candidates de la position de la discontinuitenﬁf},))t et de valeur prise sur

. selon la Section 4.3.2.2
rupt

chaque segmentioj(q))nD j
13:  Estimer la discontinuie nyyp 2 (nﬁf}r),t )1 qjoj Selon la Section 4.3.2.3
14:  Estimer (8 )n, j nux €1 (F)no | selon (4.56)
15:  Fixer ng Ny +1
Sortie : Solution k

n rupt

l'initialisation (4.57) peut menera une solution inconsistentek s queb est mal estime sur
un segment. Empiriquement, une meilleure approximation de la solidn ierative est obtenue
si chaque segment est traie inckependament, i.e.,

(

@ -4 (@: g9 = (-

Un, Ung = '
-~ (4.58)
X = yn, @ X =yp,+ O

4.4 Resultats

4.4.1 Con guration exgrimentale

Dans cette section esultat, sauf mention contraire, nous consiceons que les donrees
sont M signaux constants par morceauxx 2 RM N (trait plein noir) partageant les mémes
discontinuies, auxquels sont ajoues des bruits blancs gaussies centes :y = X+ b2 RM N

Le signalX est geree comme suit. Premerement, la longueur de chague £gment est tie

ment d'amplitude pour chaque discontinuie est tie indepen damment selon une distribution
gaussienneN (2; 0:4).

Le minimiseur exact du Probeme 3.1, not k, est calcuka partir I'Algorithme 5. Les
ierations sont arréees ces que la dierence relative de cr iere est plus faible que 10 1°. La
solution propose est quanta elle noee Rapprox:q Pour indiquer qu'elle aee calcukea partir
de I'ensemble pec ni Q.

Dans un second ensemble de simulations (voir 4.4.4), I'algorithmea la @ke propos sera
compaea une solutiona la voke de I'Algorithme 5 ieratif ADMM.

4.4.2 Conception de Q

Nous proposons de comparer les solutior&pprox ;g Obtenues pour deux ensembles dierents
Q=1f M;:::; (Q)gdans le cadre bivare (i.e., M = 2) pour N = 10%. Pour les deux solu-
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Figure 4.4 {Inuence du choix de Q. Deux conceptions dierentes de Q sont compaees
sur 100 ealisations. La premere consistea recouvrir la boule “» de manere homogene alors
gue la seconde est un recouvrement akatoire (rouge). Deux con guratins exgerimentales
sont examirees selon quey; est un ordre de grandeur plus grand que/, (gauche) ou siy; et
y2 sont du méme ordre de grandeur (droite). Haut : MSERapprox:q; ®) en fonction dejQj. Bas
(2me et 3me lignes) : distributions de 4 ai g est l'indice slectionre par le criere (4.54)
pour jQj = 127.

tions, nous adopterons la paranetrisation suivante
(892f1:::;jQjg) @D =( cos(q); sin( o) (4.59)

avec 42 [0; =2]a peciser.

La premere solution est obtenue en choisissant un recouvrement hongan%de I'ensemble
[0; =2]. Soit un entier positif R2 N, on cenitalors 4= q=2%"1 etjQj = Fg2%.

La seconde solution est obtenue pour un ensembl@ de méme taille mais ai les valeurs
( 9)1 qjoj sont tiees uniformement sur I'ensemble [0; = 2].

Deux con gurations experimentales sont examirees. Dans la premére,y1 est un ordre de
grandeur plus grand quey», (Fig. 4.4,a gauche) alors que dans la seconde, les deux sont du
méme ordre de grandeur (Fig. 4.4,a droite).

Les performances d'estimation en terme d'erreur quadratique moyeme MSE®approx;q; R) =
E[Nl KRapprox:0  RK?] (a B est I'estimateur empirique de la moyenne calcuk sur 100 ealiations)
sont rapporees Figure. 4.4 (premere ligne). Les esultats montrent qu'un recouvrement
akatoire de I'ensemble [Q =2] donne des esultatsequivalenta un recouvrement homogene
jusqua la limite de jQj faible.

Sur les 2me et 3me lignes, les distributions de 4, a g est l'indice slectionre par
le criere (4.54), sont rapporees pour jQj = 127. Ces histogrammes cemontrent l'impact de
l'amplitude relative des composantes dey sur la distribution ¢ . Si les composantes sont
du méme ordre de grandeur alors la distribution est synetrique alos qu'elle est asynetrique
pour des composantes avec des ordres de grandeur dierents.

Remarque 4.5. Sil'on prend par exemple la Figure 4.4 @ droite), il apparait plus sens de
gererer g selon une distribution gaussienne plutot que selon une distribuin uniforme. Par
congquent, si I'on posede des connaissances priori concernant I'amplitude des composantes
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Figure 4.5 { Impact qualitatif de  jQj sur Rapprox ;0. Pour des raisons de visibilie, seules
3 composantes parmi lesM = 10 sont a clees. SNR = 4dB. Rapprox:@ pPoUr jQj =5 10

est une solution plus satisfaisante qugQj = 102 puisqu'elle a davantage de discontinuies en
commun avech.

dey, celles-ci peuvent étre incorpoees pour mieux concevoilQ. Cela permetegalement de
cecrotre le temps d'execution discuea la Section 4.4.4.

Dans la suite, nous nous restreignons au cas dP est obtenu par recouvrement akatoire
de la boule ™, de rayon

4.4.3 Performances hors ligne

Dans cette section, nous nous ineresserons aux performances horgrie de la solution
propose, c'esta-dire sans prendre en compte son caracerea lavoke. Nousevaluerons les
performances pourM =10 et pour deux rapports signal sur bruit : 4dB et 10dB.

Impact qualitatif de  jQj sur Rapprox ;. Pour une ealisation de bruit donre, Rapprox:q €t
k sont traees Figure. 4.5 pour = 29, ajust a n d'obtenir le meilleur rendu visuel. La solu-
tion Rapprox:0 POUr jQj =5  10* (traits pleins orange clair) fourni visuellement une meilleure
approximation de R (traits pointiles bleus) que pour jQj = 103 (traits mixtes rouges).

Performances d'estimation Rapprox ;0 VS. k. La qualie de I'approximation est davantage

quantiee Figure 4.6 en termes de MSE®approx;q;R) en fonction pour dierents jQj. Les
esultats montrent que la MSE decrot sysematiquement lor sque jQj augmente. De plus,
pour les exemples pesenes ici et selon , utiliser jQj  10* n'aneliore pas signi cativement

la qualie de la solution, ce qui montre que la slection dejQj ne requiert pas de proedure
de eglage compligLee.

Performances d'estimation R vs. X et Rapprox ;0 VS. X. Comparonsa pesent la qua-
lie absolue des solutions visa-vis du signal non bruie X. MSE(k; X) et MSE(®approx:q; X)
pour dierents jQj, sont rapporees Figure 4.7. Les MSEs obtenues sont colerentes avee |
paragraphe peedent. Elles montrent qu'augmenter jQj jusquéa un certain seuil permet de
cecrotre signi cativement la MSE. Cependant, k possde une erreur d'estimation plus faible
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Figure 4.6 { Performances d'estimation Rapprox ;0 VS R. MSE(Rapprox:q;R) pour

dierents jQj. Le SNR est > 4dB (resp. 10dB) sur le graphique de gauche (resp. droite
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Figure 4.7 { Performances d'estimation R vs. X and Rapprox ;o VS. X. MSE(R;X) et
MSE (Rapprox:q; X) pour dierents jQj. Le SNR est »ea 4dB (resp. 10dB) sur le graphique
de gauche (resp. droite).

que bapprox Q-

4.4.4 Performances en ligne

Dans cette section, nous nous ineressons cette fois-cia la comparson en ligne de deux
solutions. La premere est ceriveea partir de l'algorithmea | a voke propos peedemment
alors que la seconde est obtenue via I'Algorithme 5 ieratif ADMM.

La comparaison est e ectiee pour dierentes valeurs de  pour un signal x 2 RM N
(N =400) auquel aet ajoue un bruit gaussien tel que SNR = 3dB. Les perfor mances sont
fournies pourM =2 et M =5 composantes.

Solution propoge en ligne Ronine:o. Au fur eta mesure que la position n augmente,
Rapprox;q N'est calcuk seulement jusqua la dernere position ng et I'algorithme n'a pas encore
fourni de solution sur I'ensemblefng+1;:::;ng. C'est en ce sens que la solution est ditela
voke. Cependant, nous pouvonsegalement obtenir une approximatioren ligne de X jusqua
n, noee Ronine:o, €n choisissant d'imposer a la solution des conditions limites em, i.e.,

(8q2f1;:::;jQjg) bi? =

Solution ierative sur une fenétre glissante Rwin-k - Nous consicerons une version en
ligne naive de I'Algorithme 5 ai pour chaque pas de tempa, une solution Ryin k est calcuee
en optimisant sur les K echantillons peaedents. Le choix de K est critique. D'un cog, si
K est trop faible, alors I'observateur peut manquer la detection de dscontinuies. De l'autre
coe, si K est trop grand, alors le temps d'execution devient trop eleve pour obtenir une
solution en temps eel. Dans la suite, nous comparons I'in uence ddrois tailles de fenétre,
respectivementK = 20, 50 et 80.
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Figure 4.8 { Performances en ligne. La solution propose Ronine:o €St a chee en traits

pleins alors que la solution ADMM en ligne ik est a ctee en traits pointiles. Les

performances pourM = 2 (resp. M = 5) sont illustees sur la gure du haut (resp. bas).
Gauche : temps de calcul nedian par echantillon (en secondes). Drae : J(bwin:k;r) et
J (bonline;q; ') pour dierentes valeurs de jQj et K.

Temps d'execution. Les comparaisons des temps d'executions median parechantillon (en
secondes), calcukes sur 10 ealisations de bruit, sont rappores Figure 4.8 @ gauche) en
fonction de . Comme attendu, nous observons que le temps d'execution augmente ae
la taille de Q. Par conequent, le choix dejQj permet de balancer le compromis entre le
temps d'execution et la MSE. Toutefois, le temps d'execution de Ronine:q €st plusieurs ordres
de grandeurs plus faible que celui assoce a la solution ADMM en ligre. Il est ineressant
de remarquer que les temps de calcul pouM = 2 (haut gauche) et M = 5 (bas gauche)
sont comparables. Nous avonsegalement examire l'impact d'une initialsationa chaud sur le
temps de calcul de la solution ADMM en ligne, et nous avons obtenu que $etemps a ches
Figure 4.8 ne sont eduits que d'un facteur deux.

Le temps de calcul dekgnine:o pourrait encore etre eduit de plusieurs maneres. Preme-
rement, I'ensembleQ pourrait &tre corcu selon les connaissancea priori sur la dynamique de
chague composante (voir 4.4.2). Deuxemement, on pourrait mettrea pro t la forme sparable

Pecision de la ektection des discontinuies. L'indice de Jaccard (voir De nition 2.7)
est utilie pour mesurer la similarie entre les positions des discontinuies de X et celles
obtenues pendant le calcul en ligne deédyin:k €t Ronine:q. Pour cela, nous consicerons le
vecteur d'indicatrices des discontinuies T = (rp)1 n n 1 deX (ainsi que bwinx €t bonine:o
respectivement assocesalyin:k €t Roniine:q) (Voir De nition 2.4). A n d'incorporer un niveau
de tokrance sur la localisation des discontinuies, T, byin:x €t boniine:o sont d'abord convolies
avec un ltre passe-bas gaussiena support compact de taille 10 et deart-type 3.

J (bwink ;T) et J(boniine:q;T) sont moyenres sur 10 ealisations de bruit et illustes Fi-
gure 4.8 (right plots) en fonction de pour dierents jQj et dierentes tailles de fenétre
K.
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Les performances montrent quel (boniine;q;T)  J(bwink ;T) pour pratiquement tous les

et jQj. Par consequent, Roniine;:o Permet une meilleure cetection en ligne des discontinuies

deX. Les esultats montrentegalement que J (boniine;q; ) Ne varie pas signi cativement avec

jQj mais cecrot egerement avec M. En e et, plus M estelew, plus la condition de prolon-
gation (4.49) est susceptible d'etre vioke, ceant ainsi davantage @ discontinuies.

4.5 Conclusion et perspectives

Dans ce chapitre, nous avons cevelopge le premier algorithme 1-2-TVa la voke pour la
cetection de discontinuies dans des donrees vectorielles. Le performances d'estimation de
la solution propose sont compaeesa une solution nave ai la soluion du Probeme 3.1 est
calcukee dans une fenétre glissante, et montrent un gain signi catf en temps de calcul ainsi
gu'une meilleure localisation des discontinuies.

Hormis une examination minutieuse des conditions de KKT du Probeme3.1, letape clef
de l'algorithme eside dans la misea jour et le contrble des bornesngrieures et sugerieures
de la variable dualea l'inerieur d'un tube de rayon . Un algorithmea la voke est cerive en
cecouplant les conditions KKT gracea l'introduction d'un vecte ur auxiliaire b, recessitant
d'etre estine, qui fournit I'information sur I'angle de contact entre la  taut string et le
tube. Son estimation a ecte fortement la qualie de la solution. Actu ellement, son estimation
a la voke est accomplie en wlectionnant (selon un criere) une valeur parmi un ensemble
pec ni Q. Nous avons monte que la taille deQ permet de egler le compromis cesie entre
la qualie de la solution et le temps de calcul interenta I'appl ication d'inerét.

De plus, la methode propose pourraitegalement setendrea d'autre choix de norme de
genalisation "1, (p > 1) dans le membre de droite de (3.12), mais recessiterait toujours
l'estimation de ba linerieur d'une boule ", de rayon . Il seraitegalement ineressant
de ckvelopper une nethode d'estimationa la voke lorsque I'hypotrese selon laquelleb est
constant par morceaux est relactee.
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I'invariance dechelle puisque la plupart des contextes d'appication modernes impliquent I'en-
registrement de sries temporelles multivarees qui recesitent alors d'étre analyses conjoin-
tement. Le mouvement Brownien ogerateur fractionnaire (OfBm) est une extension multi-
varee naturelle des fBms. Il aee ecemment e ni etet ude dans [9, 65, 64, 45] comme
le seul processus multivare gaussien autosimilaire a accroisseamts stationnaires. Pour un

que I'exposant de HurstH fasse maintenant placea une matrice de Hurst
H = WdiagHW * (5.1)

al W repesente une matrice de nelangeM M inversible, etH est un vecteur de dimension
M compos des exposants de Hurst. Les OfBm sont alors caraceries eptement par la
connaissance ded, W et la matrice de covariance x = EX(1)X (1) .

Travaux peliminaires. Les OfBm ont pour l'instantee tes rarement utilies dans les
applications, surtout parce que leur utilisation dans le cadre gereral requiert I'estimation de
M+ M?2+M(M 1)=2 paranetres de natures tes dierentes. Toutefois, dans le cas a I'in-
variance dechelle se produit composante par composante (cas correspdanta W diagonale),
I'identi cation des OfBm aet minutieusementetudee [9] et souvent utilise en applications
(cf. e.g., [6, 43)]). L'identi cation aegalementee ecemment ach ewe pour W non diagonale,
mais avec des hypotteses plus restrictives sur x [63]. Encore plus ecemment, un estimateur
cereral du vecteur des exposants de HurstH dans le cadre bivare, i.e.,M = 2, aet propos
dans [4], mais il requiert des hypotteses suppkmentaires pour'éstimation des paranetres
W et x.La construction d'un paradigme d'estimation multivare complet res te toujours un
probeme ouvert dans la literature.

Contribution. La contribution de ce chapitre est double. Premerement, l'identi cation
compkte des OfBm bivares (M = 2, Biv-OfBm) est formuee comme un probeme de
egression non lireaire dans le domaine des ondelettes. Deuxenmaent, une solution algo-
rithmigue estetablie gracea une proedure de sparatione valuation, qui est essentielle due
a la nature hautement non convexe du probeme d'optimisation propose.

Les ¢ nitions et propretes des OfBm sont rappekesa la Sec tion 5.1. Une paranetrisation
parcimonieuse du processus estegalement propose et permet deeyenir de potentielles
inceterminations paranetriqgues des OfBm [65]. Dans la Section 5.2, &s proprees du moctle
pararetrique et du spectre en ondelettes des Biv-Ofbms sont eXjitement etablies et cal-
cukes. Cela constitue un cadre matrematique pour la nethode destimation propose. L'iden-
ti cation compete des Biv-OfBm est formuee comme un probeme de minimisation dont la
solution est tevelopeea partir d'une straegie de ®paration- evaluation (cf. Section 5.3). La
consistance et la normalie asymptotique de |'estimateur propos ®ntetablies treoriquement
dans le cas gereral multivare (cf. Section 5.4), etevaliees nu neriqguement dans le cadre bi-
vare a l'aide de simulations de Monte Carlo conduites sur un grand nombre de Biv-OfBm
synttetiques (cf. Section 5.5). Les comparaisons avec les estimateides exposants de Hurst
proposs en [4] sontegalement rapporees.

Feérence.  Ce chapitre s'appuie sur la contribution [85] et est le esultat d'une collaboration
avec G. Didier. Les routinesMatlab  pour l'identi cation et la synttese des Biv-OfBm sont
disponiblesa l'adresse suivantehttp://perso.ens-lyon.fr/jordan.frecon
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5.1 Autosimilarie multivaree et OfBm

5.1.1 Autosimilarie multivaree

Nous avons vu (voir De nition 1.1) que la propree d'autosimilarit e d'un processus uni-
vare X est ¢k nie par :

d:d:f:
fX({t)gor = fa'X(t=a)gor (8a> 0): (5.2)
vectorielle de (5.2) prend la forme suivante :

Ee nition 5.1 (Autosimilarie multivaree) . Soitun X =(Xq;:::;Xm)” un processus mul-
tivare. X est dit autosimilaire s'il \eri e la relation suivante :

FX (O)gor 2" falX (t=a)gur (82 > 0): (5.3)

al I'exposant dechelle est la matrice de Hurst

H = WdiagHw ! (5.4)
et a
K1
at = logt(a)H*=k!: (5.5)
k=0
Dans l'expression (5.4) ci-dessus,H = (H1;:::;Hwm) 2]0; 1M designe le vecteur des expo-

sants de Hurst etW 2 RM M est une matrice de nelange.

5.1.2 Mouvement Brownien ogerateur fractionnaire

8m2f1:::;Mg)  x, EXm@WXm@)= 2: (5.6)

Une premere extension multivaree du mocele fBm consistea consicerer que lesM com-
posantes puissent étre corekes. On parle de mouvement Browien fractionnaire multivare
(mfBm) [10]. Dans ce cas, la matrice de covariance

X EX(DX D) =( xn xn Xm;Xn)l m M:1n M (5.7)

al ., :x, ®signe la corelation entre les composantesX ,, et X,,. Il aee monte dans [10, 64]
que le processusX est correctement & ni (i.e., la matrice de covariance EX (t)X (s) est
toujours & nie positive) sous certaines conditions surH et x , rappekes dans la proposition
suivante :

Proposition 5.1  (Condition d'existence des mfBms [10, 64].) Soit un fBm multivare

;i1 %) etles corelations inter-composantes( x,ixm)1 m M;1 n M- Alors X est cor-

rectement & ni si et seulement si

det X; L ik SIN E(Hm*' Hn) (Hm+ Hp+1) 1m M >0 (5.8)
n
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Lorsque X est bien & ni, la propree d'autosimilarie (voir De nit ion 5.1) se simplie
en:

FXq(at): s X (@) gar 2" fatiX o (t)::: a™ Xy (Dagizr; 8a > O: (5.9)

Dans ce cas, la matrice de nelang&V est diagonale etX est invariant dechelle composante
par composante. L'estimation des paranetres peut alors étre conduitericependamment sur
chacune des auto-composantes et composantes croiees (cf. [9, 45] pour enugle theorique
des performances d'estimation, ou [43] pour nethode d'estimation base sur les ondelettes et
applige sur des donrees eelles).

Cependant, dans le cas gereral l'autosimilarie multivaree pe ut &tre coupke a travers
les composantes. Les ¢ nitions les plus gererales des OfBm ontee formukes en [9, 65,
64, 45] comme etant le seul processus Gaussien multivare autosimilag¢ a accroissements
stationnaire :

& nition 5.2  (Mouvement Brownien ogerateur fractionnaire (OfBm)) . Soit W 2 RM M
une matrice inversible etf X (t)gi2r un fBm multivare avec pour exposants de HurstH =
fY (O 02r = FWX(1)0i2r: (5.10)

Alors Y est un processus gaussien autosimilaire a accroissements statioaires avec pour
matrice de Hurst H = WdiagH W 1 enterement caracerig par sa fonction de covariance

EY ()Y (s) = WEX (t)X (s) W ; (5.11)
avec(8m;n 2f1;:::;MQ)
EXm(DXn(s) = =m0 =m jiim i+ jgjfinthe ot gfim®Hn (5.12)

A xn xn xmixe = EXm(D)Xn(1) .

Lorsque W n'est pas diagonale, le comportement enechelle sur chacune des compages
de Y consiste en une somme de lois de puissances. Par conequent, la cgption d'estima-
teurs dans le cadre multivare ne peut pas reposer sur une extensn directe des proedures
univarees usuelles.

Pour nir, notons que les propositions et ce nitions pesentes ici correspondenta une
sous-famille de fBm et d'OfBm. Dans la suite de ce manuscrit nous caicerons donc que les
hypotteses suivantes sont satisfaites.

Proposition 5.2  (Hypotteses sur I'OfBm fY (t)gi2Rr)-

(OFBM1) fY(t)gior est un OfBma valeurs dans RM ayant pour paranmetre de Hurst H,
non recessairement diagonalisable, dont les valeurs propres satisfo® < <(Hp) < 1,

(OFBM2) EY(1)Y(t) ,t 60, est une matrice de plein rang.

(OFBM3) fY (t)gior est un processus stochastique eversible dans le temps.
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5.1.3 Mockle paranetrique et ingtterminations
PuisqueY = WX est inversible, nous pouvons montrer que
y(©)  EY(@)Y() = WEX@®)X({) W W (t)W (5.13)

eele trois formes d'incetermination dans le mockle paranet rique introduita la De nition 5.2.
Ces derneres sont rassembées dans la proposition suivante.

Proposition 5.3  (Indeterminations dans le modtle paranetriqgue des OfBm). Soit Y = WX
un OfBm ce ni en e nition 5.2. Alors Y possde les incterminations suivantes :

1. Soient Tx = diag( x,;::1; xy) € x = TxCx Ty la matrice de covariance deX ai
Cx ( xmxn)L m M;1 n m. Alors,
Y = WX = WS (5.14)

a Wo= WTy et X%= T, 'X.
2. Soit 2f0;1g™ M une matrice de permutation, i.e., qui ne contient qu'un seuleement
non-nul et valant 1 par colonne et par ligne. Alors,

Y=wx=wX? (5.15)
a Wo=w etX%= TX,
3. Soient S une matrice diagonale ayant pour entees 1 et X°%= SX. Alors,
Y =wx =w%?¢ (5.16)
a WO ws.

A n de lever les trois inceterminations mentionrees pe@de mment, nous adopterons dans
toute la suite les trois conventions suivantes :

Proposition 5.4 (Conventions surW et H).
1. Les colonnes dewW sont normaliseesa 1.
2. Les exposants de Hurst verientH; i Hwm.
3. Les entees diagonales dew sont positives.

5.2 Analyse en ondelettes des Biv-OfBm

Dans cette section, nous commercons par particulariser les ¢ nitons et conventions
peedentes au cas bivare, i.e., M = 2. Puis, nous pesentons un mockle paranetriqgue du
spectre en ondelettes en guise d'extension bivaree de I'Exent 1.3.

5.2.1 Mocle paranetrique des Biv-OfBm

Lorsque M = 2, la condition d'existence des mfBms (voir Proposition 5.1) se edita la
condition suivante :

Proposition 5.5 (Condition d'existence des Biv-fBms [10, 64]) Soit un Biv-iBm X =
(X 1;X5)” caracerie par les exposants de HurstH = (Hq;H>,) 2]0;1]° et la corelation
inter-composantes x1:x»- Alors X est correctement ce ni si et seulement si

g(H1;Hz; x) (2 H1+1)(2 Hz+1)sin( H 1)sin(H 2)
2(Hy+ Hy+1)?%sin®( (H1+ H2)=2)> 0: (5.17)
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(a) Biv-fBm X

(b) Biv-OfBm Y = WX

Figure 5.1 { Exemple de ealisation d'OfBm. (a) Biv-fom X de paranetres (H; =
04H, =06 x, =2; x, =1; x = 0:5). (b) Biv-OfBm Y = WX avec W ¢ ni pour
=0:6et = 02 (cf. (5.19)).

L'ensemble des egions pour lesquellesH1;H2; x) satisfait (5.17) est illuste par la Fi-
gure 5.4 (gauche). Un exemple de Biv-fBm estegalement repesem par la Figure 5.1 (a)
pour (H1 =0:4,H2=0:4; x, =2; x,=1; x=0:5).

A pesent, nous arrivonsa la ¢ nition gereriquea 7 parane
utiliserons dans la suite de ce manuscrit :

tres des Biv-OfBm que nous

Proposition 5.6
pour exposant de HurstH = (H1;H2), as O<H 1

(Moctle paranetrique des Biv-OfBm) . Soit f X (t)gi2r un Biv-fBm avec
H, < 1, et tel que

2
EX()X(1Q) = X1 e xo (5.18)
X1 X2 X X2
et soit une matrice de nelange & nie par
0 1 1 (
b= P 2 111
w=@ ** A g [ L1k (5.19)
T = 2] 1,1]

Alors le Biv-OfBm fY (t) WX (t)gi2r introduita la De nition 5.2 est enterement ca-
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racerie par les 7 paranetres suivants

=( HiH2, x5 xis xer s ) (5.20)
Un exemple de Biv-OfBm est illuste par la Figure 5.1 (b) pour =( H; =0:4;H, =
04; x, =2; x, =1;, x =05 =0:6;, = 0:2). Nous remarquons qu'il est dicile de

reconnaitre apes le nelange (cf. Figure 5.1 (b)) les composantes du B-fBm avant le nelange
(cf. Figure 5.1 (a)).

5.2.2 Spectre en ondelettes

Nous proposons de nous ineresser icia la fonction de partition deY a I'ordre 2 (voir
De nition 1.7) & nie a partir des coe cients d'ondelettes, egalement appekespectre en
ondelette que nous noterons _
E(2") EDy(j; )Dy(; ) (5.21)

al Dy cesigne les coe cients d'ondelettes bivares de Y :

e nition 5.3 (Coe cients d'ondelettes bivares) . Les coe cients d'ondelettes discrets bi-
vares de fY (1) = ( Y1(t); Y2(t)) giora lechelle 2 eta la position 2 k sont c nis par

(Dy(;k))  (Dy,(ik); Dy, (i:k)); (5.22)

a Dy, (j;k) et Dy,(j;k) sont respectivements les coe cients d'ondelettes deY; et Y, (voir
De nition 1.9). Pour une introduction cetailee aux transfo  rnees en ondelettes, nous invitons
le lecteura se etrera, e.g., [139].

Dans la suite, nous supposerons que l'ondelette nereg choisie pour le calcul des coe -
cients d'ondelettes \eri e les conditions suivantes :
Proposition 5.7  (Hypotteses sur l'ondelette mere o 2 L1(R)).
(W1) N 2.
(W2) supp( o) est un intervalle compact.
(W3) supogrj of)i(1+jt)) <1 pour > 1.

Les proprees des coe cients d'ondelettes des OfBm ontet etudees en cktail dans le
cadre multivare dans [4]. Dans la suite cette section, nous rappeirons seulement quelques

propreeseementaires et developperons le recessaire pour l'identi cation compéte des Biv-
OfBm.

5.2.2.1 Mlange de lois de puissance

A partir de (5.9) et Y = WX, nous pouvons montrer que le spectre en ondelette sécrit [4,
85] :

ED,(j; )Dy(j; ) = w2l (H+ld=ag oi(H +ld=2)y (5.23)
al 5 I
Eo ED(0; )Dx(0;) = ST (5.24)
X X1 X2 % X, H2
et X z
=5 Rjutholu ] o(v) o(v u) dv> o0 (5.25)

A partir de la paranetrisation des Biv-OfBm introduitea la Propos ition 5.6, le spectre
en ondelettes possde la forme explicite suivante :
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Proposition 5.8 (Mockle paranetrique du spectre en ondelettes des Biv-OfBm) Soit un
Biv-OfBm fY (t)gi2r enterement paranete par = ( Hi;Hz; x; x5 x5 5 ) (c.f. Propo-
sition 5.6), alors son spectre en ondelettesa lechelle2 possde la forme suivante

E1(2;) Ewn(2;)

EDy(j; )Dy(; E@;)= | | ; 5.26
000G ) BED = e Ea@) 620
avec
En@;)= @+ »* u w 2E0
+2 (1+ 2 14 2) 1= X X1 xp Hy+hp 2 (HitH2tD)
LELLE
+ 21+ At %5 2GR (5.27)
E12(2j; )= (1+ 2) 1 )%1 H121(2H1+1)
+(1 Y1+ 2) 214 2) 12 X X1 xp Hyerp 2 (H1tH2¥1)
LELLH
+ 1+ )1 2 n,2@HD . (5.28)
Exa(2; )= 2+ At % 2EH
2 1+ 2) 21+ 2) 12 X X1 xp Hyenp 2 (H1TH2¥1)
2
+(1+ 2) 1 32 H22j(2H2+1)1 (5.29)

5.2.2.2 Incktermination suppémentaire

Lesequations (5.27), (5.28) et (5.29) ewlent que jE11(2; ) |, jE12(2; ) jetjExn(2; ) |
sont invariants par la transformation ( ; ; ) ! (;; «x)- Par conequent, dans la suite
nous restreindrons la ¢ nition de ya  O.

5.2.2.3 Spectre en ondelettes empirique

Pour une ealisation Y 2 RN donree, nous ferons usage de I'estimateur de la variance
dechantillon de EDy(j; )Dy(j; )

N T . N
S@)=~  Dy@K)DyGk) 5 Nj = o (5.30)
k=1
a N;j cesigne le nombre de coe cients d'ondelettesa lechelle 2i . La Figure 5.2 illustre que
S(2)) est un estimateur satisfaisant deEDy(j; )Dy(j; ) .

5.3 Regression non lireaire pour l'identi cation d'OfBm

5.3.1 Formulation variationnelle du probéme d'identi cation d'OfBm

Estimer le vecteur des paranetres de Biv-OfBm est un probkem e di cile puisque les
entees du spectre en ondelettes (ou de Fourier) sont un nelange € lois de puissance (cf.
Egs. (5.27)-(5.29)). Par conequent, nous pouvonsecarter I'extensiordirecte des techniques
univarees usuelles car elles ne permettraient d'estimer sdament I'exposant de Hurst domi-
nant [205], i.e., H2. Pour cette raison, nous proposons de formuler l'identi cation compkte
de Biv-OfBm (i.e., I'estimation de ) comme le probeme de minim isation suivant :



5.3. REGRESSION NON LIN EAIRE POUR L'IDENTIFICATION D'OFBM 105
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Figure 5.2 { Spectre en ondelettes. Superposition de |Ongp;po(2j; ) | (rouge, '+) et
Iogzjsp;po(zj )j (noir) (avec (p; P9 = (1 ;1); (1;2); (2; 2) de gauchea droite) pour une ealisation
de Biv-OfBm avec =( H1=0:4,H,=0:8 x=0:1, x, =1; x,=1; =0:5 =0:5). La
dierence absolue entre les donrees et le moctle est repegnee en bleu pointile.

Probéme 5.1  (Regression non lireaire pour l'identi cation de Biv-OfBm) . Soient une
ealisation d'un Biv-OfBm Y = (Y1;:::;Ym)” 2 RM N et (jy;jo) tels quel  ji <
j2  log,N. Le probeme d'identi cation de Biv-OfBm est formué comme le p robeme de
egression non lireaire des coe cients d'ondelettes suivant *

bM = argmin Cyn () ; (5.31)
2Qo
avec _
XX . . ) L2
Cn () 10g,(Siy;i,(2')j  10g,jEiy;:i, (25 ) ] 75 (5.32)

i_:L;iz_:l i=j1
1 12

a S(2) et E(21;) designent respectivement I'estimateur empirique (5.30) et le mocele
paranetrique (5.27)-(5.29) du spectre en ondelettes d& a lechelle 2.

Remarque 5.1. L'utilisation de log, permet d'assurer que toutes les echelle® (8 2

L'espace de rechercheg)y permet d'incorporer les informations a priori sur le vecteur
pararetrique = ( Hi;H2; x; xi5 x5 ; ) sous formes de contraintes. Nous esumons ci-
dessous l'ensemble des contraintes et conventions :

| Condition g(H1;H2; x) > 0 (cf. Proposition 5.5)
| Condition x 2 [0;1] (cf. Section 5.2.2.2)
| Conditons0 <H; Ho<1let(; )2][ 1;1] (cf. Proposition 5.6)
Remarque 5.2. La contrainte g(H1;H2; x) > O impligue queO<H < let0O<H,< L

Dansq un souci de faisabilie, nous restreignons davantage ,; x,) 2 [0; max]?, avec

max = b§1 + bgz, al b§m cesigne l'estimateur de la variance des accroissements d¥é,,.
Nous aboutissons nalementa I'espace de recherche suivant :
n
Qo= =( HuH2 x5 xas xei 5 )2 R
2[0,1PF [0 ma® [ L1F;
o)
g(H1;H2; x) > O;H1  Hp (5.33)

1. L'exposant M aee ajoue an de faire ebrence au M -estimateur dont nous apporterons des cetails
treoriques dans la Section 5.4.
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Figure 5.3 { lllustration de l'algorithme ®parationevaluation.

Le Probeme 5.1 est un probeme de minimisation compliqee pour deux raisons. La
premere, car il consistea cenelanger plusieurs lois de puissances, ce qui nenea une fonction-
nellea minimiser Cy () hautement non convexe. La deuxeme, car les paranetresa esti mer
dans (exposants dechelle, paranetres de nelange, variances et @relations) sont de na-
tures tes dierentes. Nous cetaillons dans la section suivante une nethode originale pour
trouver le minimum global du Probeme 5.1a l'aide d'un algorithme sparationevaluation
( branch-bound ).

5.3.2 Algorithme sparationevaluation pour les probémes de mi nimisa-
tion globale

Les algorithmes sparationevaluation sont essentiellement des nthodes denumeration
intelligentes. lls permettent de esoudre une large varet de probemes d'optimisation non
convexes sous contraintes [109, 120, 152, 178].

Dans le contexte du probeme d'identi cation d'OfBm, nous cherchons le minimiseur
global du Probkeme 5.1. Pour se faire, l'algorithme consiste a partitionner ( branching )
I'espace de recherch&o en des sous-egions de plus en plus petites,a borner le minimum
global de Cy sur chacune des ces sous-egions, puisa identi er celles susptibles de contenir
le minimum global. Cette proedure peut étre reformuke en 4 etapes epekes jusqua ce
qu'un criere d'arrét soit atteint :

- Slection. Choisir une egion R de I'espace de recherche et la relaxer en un ensemble convexe
ferme (i.e., un intervalle) tel qu'illuste en pointiles  sur la Figure 5.3.

- Separation. Diviser R en deux plus petites egionsR, et Ry, telles queR = R3[R p et
Ra \R b= ..

- Encadrement. Calculer les bornes inkrieures et superieures deCy sur R et Ry. Les
bornes sugerieures sont obtenues enevaluanCy n'importe al dans la egion d'inerét. Les
bornes inkrieures sont calcukes en ayant recours aux techniges d'arithnetique par inter-
valles [153, 117, 154]), qui combinent des operations eementaires a n d'oltenir une borne
inerieure grossere d'une fonction, ici Cy sur n'importe quel intervalle.

- Elaguement. Lelaguement est guice par trois mecanismes :eliminer les egi ons ne satis-
faisant pas les contraintes (pfaisabilie );eliminer les egions dont la borne inkrieure est
plus grande que la plus petite borne superieure sur toute autre egion deQq puisqu'elles ne
peuvent pas contenir le minimum global porne) ;eliminer les egions dont la taille, selon tous
les paranetres, a atteint la pecision »ee par l'utilisateur ( taille).

Le principe de l'algorithme est illuste Figure 5.3. A letape d'in itialisation (k = O,
gauche),Qq est relaxe en un ensemble convexe (pointiles) sur lequel sontalcukes les bornes
(Lo; Up) du minimum global de Cy, i.e.,Lg min 29, Cn() Uo. A la premere ieration
(k = 1, centre) Qq, est scincee enR; et Ry, et les bornes [ 1;Uq) et (L2; Uy) sont calcukees
sur leur relaxation convexe respective. A la deuxeme ieration (k = 2, droite), la egion
R, apparaissant la plus prometteuse catl, <L ; (straegie de recherche best-rst ), est
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